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Buduéim inZenjerima — onima koji matematikom —
najmoc¢nijom i najljepSom tvorevinom ljudskog duha —

ve¢ oblikuju rjeSenja i onima koji je joS usvajaju —

neka im ovaj udZbenik bude Cvrst temelj za gradnju znanja
i pouzdan oslonac u inZenjerskom promisljanju.






Uvodnik

Ovaj udZbenik sa zbirkom zadataka iz Analiticke geometrije i linearne algebre namijenjen je
studentima prve godine svih tehnickih fakulteta u okviru prvog ciklusa sveucili$nih studija Sveucilista
u Mostaru. SadrZajno je uskladen s nastavnim planovima i programima koji obuhvaéaju temeljne
matematicke koncepte linearne algebre i analitiCke geometrije neophodne za razumijevanje i primjenu
u inZenjerskim i tehni¢kim disciplinama. Dodatno, osmisljen je tako da bude prikladan i za samostalni
rad studenata.

Na pocetku svakoga poglavlja naveden je ne bas$ tako kratak osvrt na najvaznije definicije i
teoreme, pri cemu su dokazi izostavljeni. UdZbenik je strukturiran u pet tematskih cjelina:

1. Vektorska algebra — U uvodnom dijelu obradeni su osnovni pojmovi i operacije s vektorima,
koji ¢ine temelj za daljnje prouc¢avanje geometrijskih i algebarskih struktura.

2. Analiti¢ka geometrija prostora £ — U ovom poglavlju proucavaju se tocke, pravci i
ravnine u naSem standardnom trodimenzionalnom prostoru, s posebnim naglaskom na njihovu
medusobnu geometrijsku interpretaciju i algebarsko modeliranje.

3. Matrice i determinante — Poglavlje daje pregled osnovnih svojstava matrica i determinanti,
koje predstavljaju kljucne alate u algebarskom pristupu rjeSavanju sustava linearnih jednadzbi
1 definiranju linearnih transformacija.

4. Linearni sustavi — Fokus je na metodama rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi, ukljucujuci
Gaussovu eliminaciju, Cramerovo pravilo i teoriju rjesenja.

5. Linearni prostori i linearni operatori — U zavr$nom dijelu udZbenika obraduju se apstraktni
koncepti linearne algebre, ukljucujuéi baze, dimenziju, linearno nezavisne skupove, svojstvene
vrijednosti i dijagonalizaciju linearnih operatora.

U ovom udzbeniku vektori se oznaCavaju na vise standardnih nacina, ovisno o kontekstu:
podebljanim slovima (npr. x), strelicom iznad slova (npr. X), obi¢nim slovima (npr. v) kada je njihova
priroda jasno odredena kontekstom, te matricnim zapisom u obliku stupcanih ili ret¢anih matrica.

Zbirka, kao sastavni dio ovog udZzbenika, sadrZi pazljivo odabrane i postupno sloZene zadatke
koji studentima omogucuju sustavno usvajanje gradiva i razvijanje vjeStina potrebnih za rjeSavanje
konkretnih problema. Uz svako poglavlje nalaze se zadaci razlicitih razina sloZenosti, od temeljnih
primjera do izazovnijih problema namijenjenih dubljem razumijevanju teorije.

Posebna pozornost posvecena je zadacima koji proizlaze iz inZenjerske prakse. Primjeri iz
tehnickih i primijenjenih podrucja omoguéuju studentima da poveZu matematicku teoriju s realnim
problemima, ¢ime se dodatno potice razumijevanje i motivacija za ucenje.

Na kraju udzbenika priloZen je popis koriStene literature, kazalo imena te kazalo pojmova, §to
olakSava snalaZenje i dodatno produbljuje korisnicko iskustvo.

Nadam se kako ¢e ova uspjesno sastavljena e—kolekcija s 44 rijeSena primjera i 372 zadatka
posluZiti studentima kao koristan alat pri u€enju, razumijevanju i prakticnoj primjeni analiticke
geometrije i linearne algebre, odnosno dobra referenca ili priru¢nik za pripremu ispita.

Hvala svima © koji su pomogli i podrzali izdavanju ovog udzbenika sa zbirkom zadataka.
Posebno zahvaljujem recenzentima <V na brojnim korisnim primjedbama i sugestijama.

Autor
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1.1

L'Aquila

1. Vekiorsk
\ e

Osnovni pojmovi o vektorima

Skalarne i vektorske veli¢ine. Veli¢ine kojih vrijednosti mozemo izraziti samo pozitivnim ili negativnim
brojevima (skalarima) nazivamo skalarnim (duljina, povrsina, volumen, temperatura, masa, specificna
gustoca, tlak, naboj, energija, itd.); velicine pak kojih se vrijednosti odreduju kako dimenzijama, tako
i smjerom u prostoru, nazivamo vektorskim (sila, brzina, jakost elektricnog i magnetskog polja, itd.) i
moZemo ih predoCiti vektorima.

Usmjerena duZina i vektor. Neka je s E 3 oznaden na$ standardni (euklidski), trodimenzionalni
prostor (dvodimenzionalni euklidski prostor, tj. ravninu, ozna¢avamo s E?) za koji pretpostavljamo
da ima to¢kovnu strukturu (E3 je skup svih to¢aka trodimenzionalnog prostora). Svaki uredeni par
(A,B) to¢aka A i B iz prostora E* nazivamo usmjerenom (ili orijentiranom) duzinom i oznaujemo
s AB. Pritom za to¢ku A kaZemo da je pocetak, a za tocku B da je kraj (ili Siljak) usmjerene duZine
AB. Lako je uociti kako AB nije isto $to i BA. Duljina |X§| usmjerene duZine AB definirana je kao
udaljenost tocaka A i B (|1ﬁ| =d(A,B)).

Za usmjerene duZine AB i C—l>) reci éemo da su ekvivalentne (ili slicne) 1 pisati z@ ~ @, ako se
duZine AD i BC medusobno raspolavljaju, odnosno ako duZine AD i BC imaju zajednicko poloviste.
Primjer dviju ekvivalentnih usmjerenih duZina prikazan je Slikom 1.1. Nije tesko dokazati kako je
relacija ~ istovjetna (ekvivalentna) sljede¢im zahtjevima:
duZine AB i CD su paralelne (AB || CD),
duzine AC i BD su paralelne (AC || BD),
duZine AC i BD imaju jednake duljine (d(A,C) =d(B,D)),
tocke A, B, C i D Cine paralelogram.

L1l

Nadalje, lako se provjeri kako je ~ razredbena relacija (relacija ekvivalencije) na skupu svih
usmjerenih duZina, pa se taj skup cijepa na pripadajuce disjunktne razrede (klase ekvivalencije).

Razred ekvivalencije odreden nekom usmjerenom duZinom @ oznacavamo s [ﬁ] , 4.

[ﬁ] ={@6E3><E3 | @wﬁ?},
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D

A

Slika 1.1: Ekvivalentne usmjerene duZine ﬁ i C—l>)

Svaki ekvivalencijski razred po relaciji ~ na skupu svih usmjerenih duZina nazivamo vektorom'.

Skup svih vektora oznacujemo s V3, a njegove elemente (vektore) uobi¢ajeno je oznacavati malim
pisanim latini¢nim slovima sa strelicom: @, b,e,..., % y, Z. Nadalje, svaki ¢lan ekvivalencijskog
razreda promatranog vektora, odnosno svaki ¢lan u ekvivalencijskom razredu koji generira neki
vektor, naziva se predstavnikom (ili reprezentantom) tog vektora (svaki vektor se moze predoditi
pomocu vise razliitih ¢lanova ekvivalencijskog razreda — predstavnika vektora). Za osnovni odnos
izmedu toaka iz prostora E? i vektora vrijedi:

! Za svaku tocku A u prostoru E? i svaki vektor d iz V? postoji jedna i samo jedna to¢ka B

takva da je usmjerena duzina A B element ekvivalencijskoga razreda d.

Radij-vektor toke. Neka je O € E? bilo koja zadana to¢ka. Neka je s V3(0O) oznaden skup svih
usmjerenih duZina koje imaju pocetak u tocki O, tj.

V3(O):{O_>X | XeE}.

Svaki element skupa V> (0) nazivamo radij—vektor u to¢ki O i pisemo krace OX = 7x. Skup V3(0)
nazivamo i prostor radij—-vektora. U pravilu, (Cvrsta) tocka O ¢e biti ishodiSte zadanog pravokutnog
koordinatnog sustava u prostoru.
Jednakost vektora. S geometrijske tocke gledista nije teSko uociti kako je vektor jednoznacno
odreden ako mu je poznata:
> duljina (modul, norma, jakost ili intezitet), odnosno duljina nekog predstavnika2 tog vektora,
tj. udaljenost njegovih krajnjih tocaka (|d| = a = |AB| = d(A,B)),
—+ smjer, tj. svaki pravac na kojem leZi neka usmjerena duZina® koja je predstavnik tog vektora
(ovaj pravac se joS naziva i nosac),
.. .o c oL « . . « o —. .
— orijentacija, tj. poredak krajnjih to¢aka usmjerene duZine na nosacu (za vektore d = [OA] i
b= [OB] s istim smjerom kazemo da su iste orijentacije ako to¢ke A i B leZe s iste strane
tocke O na pravcu, dok u suprotnom kazemo da su vektori a i b suprotne orijentacije).
Za dva vektora @ i b iz V3 kazemo da su Jjednaki ili ekvivalentni ako se samo translacijom mogu
dovesti u polozaj da im se istovremeno podudaraju pocetne i krajnje tocke njihovih predstavnika.
Dodatno, ocito je da su dva vektora d i biz V3 jednaki ako imaju istu duljinu, smjer i orijentaciju.

1 U tekstu ¢emo radi jednostavnosti ponekad poistovjeéivati vektor i usmjerenu duZinu, iako su to pojmovno razli¢iti objekti.
2 Duljina vektora ne ovisi o izabranoj usmjerenoj duZini §to predo¢uje vektor.
3 Takoder je otito da smjer vektora ne ovisi o izboru predstavnika.
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1.2 Zbrajanje vektora 13

Nul-vektor. Za svaku to¢ku A u prostoru E?, vektor [ﬁ} nazivano nul-vektorom i oznacujemo s

0. Dakle, nul-vektor je vektor Ciji predstavnik ima pocetak i kraj (Siljak) u istoj tocki. To je jedini vektor
kojemu smijer i orijentacija nisu odredeni, dok je ocito |0| = 0.

Jedini¢ni vektor. Svaki vektor é € V3 duljine 1, j. |é| = 1, nazivamo jedinicnim vektorom.
Jedini¢ni vektor, kojemu se smjer i orijentacija podudaraju sa smjerom i orijentacijom proizvoljnog
vektora @ # 0 iz V? naziva se jedinicni vektor vektora @, i oznatuje se sa @g. Dakle, jedinicni vektor @
vektora d # 0iz V3 je vektor koji ima isti smjer i orijentaciju kao i vektor &, ali je duljine jedan. Sada,
bilo koji vektor @ # 0 iz V3 moZemo izraziti u obliku: @ = | |d.

Kolinearni i komplanarni vektori. Za vektore iz V3 kaZemo da su kolinearni ako imaju isti smjer
(tj. njihovi predstavnici leZe na istom ili paralelnim pravcima), dok im dul]lna 1 orijentacija mogu biti
proizvoljni. Nul-vektor je kolinearan sa svakim vektorom. Ako su vektori d a i b iz V3 kolinearni, mozemo
odabrati tocke O, A i B koje leZe na istom pravcu takve da vrijedi d = [OA} ib= [O?] Za vektore iz
V3 kaZemo da su komplanarni ako leZe u jednoj ili paralelnim ravninama. Kolinearni vektori su uvijek i
komplanarni. Nadalje, bilo koja dva vektora iz V3 su komplanarna.

Kut izmedu vektora. Neka su vektori @ i b iz V? razliciti od nul—vektora i neka su OA i @ njihovi
predstavnici s pocetkom u istoj ¢vrstoj tocki 0. Kut izmedu vektora d i b definiramo kao kut izmedu

njihovih predstavnika, tj. vrijedi:
> —
£(@,B) =/ (OA,O?) .
Ako je Z(d,b) = %, kazemo da su vektori 4 i b okomiti ipiSemo @ L b.

Zbrajanje vektora

Zbroj vektora. Vektore d i b iz V3 moZemo zbrajati na dva nacina. Prvi nacin za zbraj anJe vektora je

“pravilo paralelograma” i prikazano je Slikom 1.2 a). Dakle, neka su zadani vektori d i biz V3. Tada
odaberemo neku proizvoljnu Cvrstu tocku prostora O, te odredimo tocke A i B takve da je d = 52 i
b= 0? Zatim konstruiramo paralelogram OACB sa stranicama (ﬁ i O? Vektor 0?' predstavlja zbroj
vektora @i b $to zapisujemo kao: OC = d + b.

Drugi nacin za zbrajanje vektora je “pravilo trokuta” i prikazano je Slikom 1.2 b). Dakle, neka su
zadani vektori @ i b iz V3 i totke O, A i B iz E° takve da je @ = OA, b = AB. Zbroj vektora i b je
vektor ¢ = ﬁ, ipiSemo: ¢ = OB =d+ b.

Zbroj tri vektora @, b i ¢ iz V? definira se kao vektor (@ + b) 4 ¢. Na isti nacin moZemo definirati i
zbroj od Cetiri i viSe vektora iz V3.

Slika 1.2: Zbrajanje vektora: a) pravilo paralelograma, b) pravilo trokuta.
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Zbrajanje vektora iz V3 ima sljedeéa svojstva:

(Z1) (d4+b)+¢=a+ (b+72), (asocijativnost)
(72) 4+b=>b+a, (komutativnost)
(73) zasvaki vektor ¢ vrijedi

i+0=0+a=a, (postojanje neutralnog elementa)
(74) za svaki vektor @ postoji njemu suprotan*

vektor —a takva da je d + (—a) = 0, (postojanje suprotnog elementa)
(75) |a+b| <|a|l+|b|, (nejednakost trokuta’)

zasvaki d ,i?:’ € V3 Za dva vektora @ i b iz V? definiramo njihovu razliku kao zbroj vektora d i —b
(dijagonala BA paralelograma na Slici 1.2 a), tj. vrijedi:

d—b=a+(-Db).

Primjer 1.1

Rijeka protjece kroz neki grad u smjeru zapad—istok. Brzina rijeke iznosi 1.2ms ™!, a njezina
Sirina je y = 500 m. Brzina splavi, koja prelazi rijeku okomito na njezin tok, iz smjera juga,
iznosi 0.75ms~!. Odrediti iznos vektora brzine splavi u odnosu na obalu. U kojem smijeru plovi
splav? Koliko ¢e metara rijeka nizvodno “odnijeti” splav?

RjeSenje.
Uz oznaku v za vektor brzine splavi u odnosu na rijeku, splav plovi u smjeru vektora
Vuk = Vs + V. Vektori Vg, ¥, 1 ¥, Cine jedan pravokutan trokut, s katetama v i v, pa vrijedi:

vi=v241? = v =1/v2+v2x 1.415ms™ !,

tanG:E, X = v = 800m.

vy ~ tan®

J

4 Suprotan vektor svakog vektora iz V3 je jedinstven. Ako je d@ = [1@} ,ondaje —d = [lﬁ] . Vektori d i —a imaju isti

smjer i jednaku duljinu, dok su im orijentacije suprotne.
3 U svakom trokutu je duljina jedne njegove stranice manja od zbroja duljina preostale dvije stranice.
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Mnozenje vektora skalarom

MnoZenje vektora skalarom. MnoZimo li vektor @ iz V> nulom, rezultat je nul-vektor. MnoZenje
tog vektora realnim brojem A # 0 daje vektor A4 sa sljede¢im svojstvima:
duljina mu je jednaka duljini vektora d pomnoZenoj s |A
smjer mu je jednak smjeru vektora d,
orijentacija mu je jednaka orijentaciji vektora d za A > 0, a suprotna orijentaciji vektora d za
A <O.

B

Nadalje, lako je provjeriti kako je Ad = 0 ,akoje A = 01ilid = 0, kao i da éemo
mnoZenjem vektora d # 0 reciprocnom vrijedno$cu njegove duljine dobiti jedini¢ni vektor vektora

a (21’0 = ﬁa). Dodatno, iz definicije umnogka realnog broja A # 0 i vektora d # 0 slijedi kako su
vektori d i Aa . Vrijedi i obrat, odnosno ovaj vaZan teorem:
Ako su vektori @ i b iz V? kolinearni i ako je @ # 0, onda skalar A € R

takav da je b = Ad.

MnoZenje vektora iz V3 skalarom ima sljedeéa osnovna svojstva:

A(a+b) = Ad+ Ab, (distributivnost prema zbrajanju vektora)
(A+u)d=Aa+ ua, (distributivnost prema zbrajanju skalara)
(Au)a = A (ua), (kvaziasocijativnost)

0-a=0,

1-a=a, (netrivijalnost mnoZenja)
(=1)-a=—a, za svaki ﬁ,B€V3,/l,u€R.

Linearna (ne)zavisnost vektora

Linearna kombinacija vektora. Operacije zbrajanja vektora i mnoZenja vektora skalarom daju nam
mogudénost stvarati linearne kombinacije vektora iz V3. Neka su zadani vektori d1, do, . . ., dy iz V3i
realni brojevi A1, Ay, ..., Ax. Linearnom kombinacijom vektora d, dy, . . ., dj nazivamo vektor oblika:

Mady + Ayan + ...+ Ay

Nije tesko uociti kako jedna linearna kombinacija vektora @y, da, . . ., dy iz V> (od beskonaéno mnogo
razliCitih linearnih kombinacija) uvijek daje nul-vektor neovisno o vektorima dy, ds, ..., di, a to je
kombinacija:

0-d+0-dp+...+0-ay (:6)

Linearna (ne)zavisnost vektora. Vektori @, @, ..., dy iz V? su linearno nezavisni ako
skalare A1, Ao, ..., A

/11-51+/12-212—|—...+7Lk-21k:6 = )Ll:lz:...:kk:(). (1.1
U protivnom su vektori @1, do, . . ., dy linearno zavisni. Drugim rije¢ima, vektori d1, do, . . ., dy iz V>
su linearno zavisni postoje skalari A1, Ay, ..., A4 takvi da je:

/11-211+12-52+...+)Lk-71k:6,

pri Cemu je od skalara A1, Ao, ..., At , odnosno Zf;l |Ai| > 0.

6 Pokrata akko u daljnjem tekstu zamjenjuje izraz “ako i samo ako”.
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Dakle, pitanje linearne nezavisnosti vektora iz V3 je pitanje postojanja (egzistencije) netrivijalne

linearne kombinacije tih vektora koja daje nul-vektor. Ako trivijalna kombinacija nekih
vektora @y, da, . . ., dy iz V? daje nul-vektor, onda su vektori @1, @», . . ., dy linearno nezavisni. Ako
postoji netrivijalna linearna kombinacija vektora dp, ds, .. ., dy iz V° koja daje nul-vektor, onda su
vektori @1, do, . . ., dy linearno zavisni. StoviSe, linearna zavisnost nekog skupa vektora iz V3 znadi i
da je barem jedan od tih vektora linearna kombinacija preostalih. Ako je na primjer A; # 0, tada je:
q A Ak
a :—)Tlaz—...—l—lak.

Nadalje, neka su d;, d, € V> dva nekolinearna vektora, a d3 € V3 bilo koji vektor s njima
komplanaran. Onda postoje i su odredeni skalari o, o, € R takvi da je:

dz = a1dq + 0pds.

Sli¢no, neka su @y, da, d3 € V3 tri nekomplanarna vektora. Ako je @4 € V3 bilo koji vektor, onda
postoje i su odredeni skalari o, o, a3 € R sa svojstvom da je:

4y = od) + opdy + Qzds.

Ukratko, svaka tri komplanarna vektora, kao i svaka Cetiri vektora, te svaka dva kolinearna vektora
iz V? su linearno zavisna. Sli¢no, svaka dva nekolinearna vektora i svaka tri nekomplanarna i
kolinearna vektora su linearno nezavisna.

Baza i koordinatizacija prostora V3

Baza prostora V3. Svaki skup B = (a7, d>,a3) od tri linearno nezavisna vektora iz V3 nazivamo
baza (koordinatna baza ili koordinatni sustav) prostora V3. Vektore @; iz baze zovemo koordinatni
vektori. Ugrubo, baza prostora V3 je skup s najmanjim brojem vektora iz V> takav da se svi ostali
vektori ovog prostora mogu, na nacin, prikazati kao linearna kombinacija vektora baze.
Potrebno je naglasiti kako baza prostora V3 jedinstvena.

Koordinatizacija prostora V3. Prema osnovnom svojstvu baze B = (a},d>,a3) prostora V3
svaki vektor @ € V? ima jedinstveni prikaz oblika:

d=od) + aody + 0zds.
Dakle, jednoznaénost gornjeg prikaza dozvoljava nam oblikovati preslikavanje k : V3 — R3 definirano s:
k(@) = k(ondr + opds + azds) = (o, 02, 03),

koje nazivano koordinatizacija prostora V3 (u odnosu na bazu B). Preslikavanije k je . Prema
tome, vektori su uredenim trojkama realnih brojeva! Ako je

k(a) = (ar, 0, 03),

brojeve o, a, &3 zovemo koordinate vektora d u odnosu na zadanu bazu B (jedan te isti vektor
u razli¢itim bazama ima razli¢ite koordinate), a uredenu trojku (o, @, @3) koordinatni slog tog
vektora. Izbor baze prostora V> (pri paralelnom pomaku predstavnika vektora njegove koordinate
se ne mijenjaju) omogucuje nam da operacije s vektorima “prevedemo” na operacije s njihovim
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Slika 1.3: Pravokutne (Kartezijeve) koordinate nekog vektora @ iz V3.

LRI

koordinatama u toj odabranoj bazi (operacije s vektorima je puno “zgodnije”,
provoditi racunski, nego graficki).

Bilo kojom to¢kom O euklidskog prostora E3 i uredenom trojkom (z 7, k) nekomplanarnih
Vektora iz V3 odreden je jedan koordinatni sustav (O; 1.7 7 k) u prostoru E3. Ako su vektori
z, ], k jedinicni i leZe na medusobno okomitim pravcima, onda (0, I ], k) nazivamo pravokutnim
ili Kartezijevim (prema Cartesius, latiniziranom imenu R. Descartesa’) koordinatnim sustavom s
ishodistem® u tock1 0. Nadalje, pravci koji prolaze tockom O i na kojima leZe medusobno okomiti
jedinicni vektori 7, ], ik nazivaju se redom os apscisa ili x—os, os ordinata ili y—os i os aplikata ili
z—os. Pravokutne koordinate proizvoljnog vektora d iz V3 je uobic¢ajeno oznacavati sa a,, ayias, .
vrijedi:

StoviSe “isplativije”,

d=ay+ ayj' + aJé.
AkosuA = (x1,y1,21) i B= (x2,y2,22) redom pocetak i kraj predstavnika nekog vektora d iz V3
(ili usmjerene duZine ﬁ) za pravokutne koordinate vektora @ e vrijediti:

ay = X2 — X1, ay =Y2 — V1, a; =22 — 21,
odnosno
d=AB = (x2—x1)i+ (2~ )]+ (22— 21)k.

Zbog toga, za radij—vektor ot proizvoljne tocke T = (x,y,z) iz E> o&ito vrijedi:

07 = Xi+ y} + zz,

odnosno da je radij—vektor svake tocke T = (x,y,z) iz E> posve odreden njezinim koordinatama.
Neka su d = a,i+ aﬁ +azkib = byi+by,j+ bk bilo koja dva vektora iz prostora V3, i neka
je A € R po volji odabran skalar. Tada vrijedi:

d4b=(ay+by)i+ (ay+by)]+ (a. £b.)F, 12
Ad = (Aay)i+ (Aay)j+ (Aay)k. '

Nije tesko dokazati kako sli¢ne formule vrijede za linearne kombinacije tri i viSe vektora iz
prostora V3 (§to je ilustrirano Primjerom 1.2).

7 René Descartes (latinizirano Renatus Cartesius), francuski filozof i matematicar, 1596.—1650.
8 Ishodistu O pravokutnog koordinatnog sustava pripadaju koordinate (0,0,0).
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Neka su @ = a,i+ayj +a.kib = byi+ by, j+ bk vektori iz V3, razligiti od nul-vektora. Ti
su vektori kolinearni akko su im koordinate proporcionalne, tj. vrijedi:

ax:ay:a;=by:by:b,.

Primjer 1.2 Zadani su vrhovi A = (1,-2,3), B=(3,2,1), C = (6,4,4) paralelograma
ABCD. Odrediti koordinate vrha D.

Rjesenje.
Vrijedi: R
0D = 0C +CD = 0C + BA
_)
—0C— 0B+ 0A
=6i+4j+4k— (3T +2]+k) +71—2]+3k
=(6—34+1)i+(4—2-2)j+(4—-1+3)k
= 4i + 6k.
Dakle, radij—vektor 0? mozZemo izraziti kao linearnu kombinaciju radij—vektora 0—>A, 0? 1
07 , ako su tocke A, B, C i D vrhovi nekog paralelograma. Nadalje, za koordinate vrha D

vrijedit ¢e: | D = (4,0,6) .

1.6 Skalarni produkt vektora
Skalarni produkt vektora. Neka su d i b dva vektora iz V3, razli¢iti od nul-vektora, te neka je
¢ = Z(d,b)°. Skalarni produkt vektora @ i b je skalar (broj) kojeg oznaéavamo s @ - b, a koji je
definiran formulom:

a-b=|al|b|cos . (1.3)

Ako je jedan od vektora 4 ili b jednak nul-vektoru, tad je njihov skalarni produkt po definiciji
jednak nuli. Ta Cinjenica, strogo govoreéi ne slijedi iz (1.3), poSto u tom slucaju kut @ medu
vektorima nije definiran. Nadalje, o€ito je skalarni produkt @ - » jednak nuli i onda kad su vektori d

9 Po dogovoru smatramo da vrijedi ¢ = £ (@,b) = £ (b,a@),idaje 0 < @ < 7.
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i 5 medusobno okomiti. Dakle, pomocu skalarnog produkta moZemo jednostavno karakterizirati
medusobnu okomitost bilo kojih dvaju netrivijalnih vektora iz V3.

Uvjet okomitosti vektora. Neka su d # 0ib £ 0 bilo koji vektori iz V3. Ti su vektori
medusobno okomiti akko je d - b=0.

Nije teSko primijetiti kako iz definicije skalarnog produkta vektora neposredno slijedi d - d = |d
Va € V3 (skalarni kvadrat vektora jednak je kvadratu modula tog vektora).

Skalarni produkt vektora iz V3 ima sljedeéa svojstva:

(SP1) @-a>0,a-a=0 akkoje a =0, (pozitivna definitnost)

(SP2) @-b=b-a, (komutativnost)

(SP3) @-(b+¢)=a-b+a-c, (distributivnost prema zbrajanju)
(SP4) A(d@-b) = (Aa)-b=4a-(Ab), (homogenost)

(SP5) |a-b| < |a||bl, zasvaki @,b,¢ € V3, A eR.

Uvjet paralelnosti vektora. Neka su d # 0ib # 0 bilo koji vektori iz V3. Ti su vektori
paralelni (ili usporedni) akko je |d - b| = |al|b|.

Skalarni produkt koordinatnih vektora. Za skalarne produkte svih parova koordinatnih

vektora i, J i k sto pripadaju bilo kojemu pravokutnom koordinatnom sustavu (0;?, 7, 75) u prostoru
E3, vrijedi:

(1.4)

Neka sud = ayi+ ay}: + azz ib= byi+ by}: + bzz bilo koja dva vektora iz prostora V3, zadana
u pravokutnom koordinatnom sustavu (0;1, j, k). Tada vrijedi:
G-b=(ayi+ayj+ak)-(bi+byj+bk)
= aybi’ + axby? T+ acb.i- k+ aybx_]: 4+ ayby}2 + aybz_j K+ asz% 4+ azby% T+ azbz%2
=acby+ayby,+a;b;;

G-d=a;+a;+a;=|dlld| -cos0=d|* = |d| = \/a? +a}+al.

Kombinirajuéi gornje dvije formule s definicijom skalarnog produkta, odnosno s formulom (1.3),
dobivamo formulu za ra¢unanje kuta izmedu dva netrivijalna vektora @ i b iz V3, zadana u pravokut-
nom koordinatnom sustavu (O;1, j, k):

_ axby +ayby+a;b,

CoS @ = = .
| \Jad+ai+a2 B3 +b)+ b2

S S

Q| QL

(1.5)

Iz posljednje formule neposredno &itamo uvjet za okomitost dvaju netrivijalnih vektora iz V3.
Vektori @ # 01 b # 0 iz V3 su medusobno okomiti onda i samo onda ako za njihove koordinate
vrijedi:

axby+ayby+a;b, = 0.
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Projekcija vektora na vektor. Pomocu skalarnog produkta racunaju se i projekcije vektora na
vektor. Skalarna projekcija nekog vektora b iz V3 na vektor @ # 0 je:

. b-a -
b~60:|f|a:|b|-cos(p:ba.
a

Vektorska projekcija nekog vektora b iz V3 na vektor @ # 0 je:

badg = |b|-cos - 4 = by.
4|
Primjer 1.3 Odrediti kut ¢ §to ga zatvaraju vektori d = 2i — 3] +kib =347
RjeSenje.
Vrijedi:
S0 = i’z? B axby+ayby+azb,
@l fad+a3+a2, /b3 + b3+ b2
IS ) IS0
VE+TI+IVTI+1+0
1
2T
Dakle,
1
= arccos | ——— | = tupi kut ~ 100°53'36"
4 ( 2f7> ’
~ 1,760922 rad.
|

1.7 Vektorski produkt vektora

Vektorski produkt vektora. Neka su d i b dva vektora iz V3. Vektorski produkt vektora d i b je
vektor kojeg oznacavamo s d X b, a koji je definiran sa:
— dxb=0akojed=0ili b=0ilisu vektori d i b kolinearni (d || b).

U suprotnom, vektor d X b ima:
—  modul (duljinu) jednak povrsini paralelograma kojeg razapinju vektori d i b,
—» smjer okomit na smjerove vektora d i b,
— orijentaciju definiranu pravilom desne ruke (odreduje li ispruzeni palac desne ruke smjer od d
i ispruzeni kaziprst — smjer od b onda savinuti srednjak odreduje smjer od d x b).

Za modul vektora @ x b dodatno vrijedi:
@ x b| = |a||b|sing, @ =2(a,b). (1.6)

Popularno se jo$ kaZe kako orijentacija vektorskog produkta d x b postuje pravilo desnog vijka,
tj. definirana je smislom napredovanja vijka pri njegovu zakretanju od prvog faktora prema drugom,
najkra¢im putem (vektori d, b i d@ x b tvore desnu trojku).
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A

S

C=dadx

) a
Slika 1.4: Vektorski produkt vektora d i biz V3.

Vektorski produkt vektora iz V3 ima sljedeéa svojstva:

(VP1) d@-(@xb)=01b-(axb)=0, (okomitost)

(VP2) axb=—(bxa), (antikomutativnost)

(VP3) ax (b+¢)=axb+axt, (distributivnost prema zbrajanju)
(VP4) A(@axb)=(Ad)xb=ax(Ab), (homogenost)

(VP5) |axb| < |a||bl, zasvaki @,b,¢ € V3, A eR.

Pazljiv Citatelj Ce Zamljetltl kako oba produkta (skalarni i vektorski) vektora iz V3 llelnd][l
svojstvo asocijativnosti. Stovise, nije tesko dokazati valjanost sljedeceg teorema za sve vektore @, b,
¢iz V3

P(@xb)xe¢=(

Pax(bxd¢)=(

SIS

Ql Ql

d  (vektor komplanaran s vektorima bi a);
¢ (vektor komplanaran s vektorima b i ¢).

Takoder, za svaki izbor vektora @, b i ¢ iz V3 lako je pokazati da vrijedi tzv. Jacobijev
identitet'":

Veza izmedu skalarnog i vektorskog produkta vektora iz V3 je dana sljede¢om relacijom, tzv.
Lagrangeovim identitetom'':

(@-b)*+ (@ xb)*=al*|b|*.

Vektorski produkt koordinatnih vektora. Za vektorske produkte svih parova koordinatnih
vektora i, J i k §to pripadaju bilo kojemu pravokutnom koordinatnom sustavu (0;_1:, i k) u prostoru
E3, vrijedi:

ixi=0, ixj=k, ixk=—];
Jxi=—k, jxj=0, Fxk=1 (1.7)
kxi=], kxj=—i, kxk=0.

10 Carl Gustav Jacobi, njemacki matematicar, 1804.—1851.
11 Joseph-Louis Lagrange, talijansko—francuski matemati¢ar i astronom, 1736.-1813.
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Sto prakticnije biljezimo i jednostavnije pamtimo sljedeom tablicom za vektorsko mnoZenje
(produkt) koordinatnih vektora!?:

el .|| ¥

] -

Yoo Y =t

| S R (e
4 |

o =4 Nl

Tablica 1.1: Vektorski produkt koordinatnih vektora.

Primjer 1.4 Izracunati povrsinu trokuta razapetog vektorima
4 =3im+2i i b=m+4n,
ako su 7 1 7 jedini¢ni vektori koji zatvaraju kut od 45°.

Rjesenje.
Za jedinicne vektore i1 i 7 vrijedi:

| = || =1, Z(#,7)=45°= g o,

Nadalje, povrsina trokuta kojeg razapinju vektori @ i b jednaka je polovini modula vektorskog
produkta vektora @ i b, tj. vrijedi:

1 =
PA = 5|Z’1 X b‘
Sada je:
axb=(3m+2n)x (in+4n)
=3(mxm)+12(mxn)+2(nxm)+8 (i xn)
;v_/ \_v_/ \_v_/
0 —mXxn 0
=12(m xn)—2(m xn)
=10(m x 1)
Dakle,
1
PA=§|10(ﬁ1><7z)|
1
=5 |10] - || |7 | sin £ (i, 1)
2 2
_s5.1.0.Y2_|5V2]
2 2
[

12 Elementi u prvom stupcu predstavljaju lijevi faktor, a elementi u prvom retku desni faktor vektorskog produkta.
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Neka sud = ayi + ay}' + aJé ib=>b+ by} + bjcb bilo koja dva vektora iz prostora V3, zadana
u pravokutnom koordinatnom sustavu (0;_1", 7 75) Tada vrijedi:

axb= (ayb, —azby)i+ (azby —ach,) ]+ (axby — aybx)ic'

= S§to dopusta formalni determinantni zapis (za racunanje determinanti 3. reda vidi odjeljak 3.5)

iJ ok
=lay a, ag|.
by by b,
Mijesoviti produkt vektora
Mjesoviti produkt vektora. Neka su @, bi¢ tri vektora iz V3. M, ljeSoviti produkt vektora d, bie je
skalar (broj) kojeg oznacavamo s (d, b, ¢), a definiran je formulom:
(@,b,¢)=(axb)-¢=a-(bx?). (1.8)
1z gornje definicije je ocito, ali i iz imena produkta se daje naslutiti, kako nije rije¢ o nekom novom
mnoZenju vektora iz V3, nego da je mjeSovito mnoZenje vektora kombinacija vektorskog i skalarnog
mnoZenja. Nadalje, nije te§ko uogiti kako mjeSoviti produkt tri vektora @, b i ¢ iz V3 is¢ezava u ove
Cetiri situacije: ako je d = 0 ili » = 0 ili ¢ = 0 ili su vektori @, b i ¢ komplanarni.
Nekasud =ayi+ayj+ak,b=">byi+byj+bkic=ci+c,j+ c;kbilokoja tri vektora iz
prostora V3, zadana u pravokutnom koordinatnom sustavu (0;7, 7, 75) Tada vrijedi:
(GxDb)-¢= [(aybZ —azhy)i+ (azby —ayb,)j+ (axb, — aybx)%] (exi+eyj+ek)
= (ayb; —a;by)cx + (a;by — axb;)cy + (axby — ayby)c.,
Sto takoder dopusta formalni determinantni zapis, tj. o€ito je:
ax a, da
(@xb)-¢=|bx by b. (*e°)
Cy €y C
Za mjeSoviti produkt vektora iz V2 vrijede sljedeéa svojstva'3:
(MP1) (a,b,¢) = (b,¢,a) = (¢,a,b) =—(b,a,¢)=—(a,¢,b) = —(¢,b,a),
(MP2) (al—i_avavE):(alabaz) (a27 76),
(MP3) A(a,b,¢)=(Aa,b,?),
(MP4) (@,b,¢) =0 < a,b,¢ komplanarni (leZe u istoj ravnini), (uvjet komplanarnosti)
(MP5) [(a@xb)-¢| < |al|b]||¢|.

Mjesovitom se produktu vektora moZe dati i izvjesna geometrijska interpretacija. Neka su d, b i
¢ tri nekomplanarna vektora iz V3, a 52, 0? OC njihovi predstavnici s istom pocetnom tockom
0. Onda oni odreduju u prostoru jedan paralelopiped!. Za volumen paralelopipeda razapetog

13 Prema svojstvu (MP1), parnom permutacijom trojke vektora, mjeSoviti produkt (a, i;, ¢) se ne mijenja, dok neparnom
permutacijom mjesoviti produkt mijenja samo predznak.

14 paralelopiped — Getverostrana prizma (bilo koja) kojoj su osnovica (baza) i sve strane paralelogrami, a nasuprotne
strane jednake. Najpoznatiji specijalni oblici paralelopipeda su kvadar (kojemu je osnovica pravokutnik) i kocka (koja je
uspravni kvadar s kvadratom kao osnovicom).
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Slika 1.5: Geometrijsko znaCenje mjeSovitog produkta vektora 4, biciz V3.

nekomplanarnim vektorima a, bic vrijedi:
V=|(@b,é)|=|(@xb)-¢ =|ldaxb|-[¢| cosyl
=|[al|-[b|-sin@-[¢|-cosy]
=la-b-c-singpcosyl.

-

gdiesu ¢ = Z(a,b) i w=/(axb,?).

e D

Primjer 1.5 IzraCunati volumen (obujam) paraleloplpeda razapetog vektorima d, bize,ako
sua—21+4]—3k b—l—2]+2klc—l—|—]—|—k

Rjesenje.

Za volumen paralelopipeda razapetog nekomplanarnim vektorima d, b i ¢ vrijedi:

=|(@,b,c)]|
Sada je:
ax a, da; 2 4 -3
(@,b,¢)=|bx by b;|=|1 -2
Cx Cy ¢ 1 1 1
= zaraCunanje determinanti 3. reda vidi odjeljak 3.5
-2 2 1 2 1 -2
_2" 1 1‘_4' L1 ‘
=2-(-2-2)—4-(1-2)-3-(142)=-13.
Dakle,

V=|-13=[13]
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’

Vrijede sljedece formule za “sloZene produkte”:

- - la-¢ a-d

il] (Gxb) (¢xd)=| b

[i1 (@xb)-(¢xd) L2 3.3
a-e a-f ag
liil ((@xb)-¢)((exf) g =|b-¢ b-F b-3|
¢-e ¢ f ¢og

zasvaki @,b,¢,d,é,f,3 € V>

Primjer 1.6 Odrediti volumen tetraedra ¢iji su vrhovi tocke A = (2,2,2), B = (4,3,3),
C=(4,5,4)iD = (5,5,6).

RjeSenje.

Tetraedar ABCD je razapet vektorima ZE, Xé i ﬁ Vrijedi:
AB=2i+]+%

AC = 23+ 3] + 2%

AD = 374 3] + 4k

Sada je:

2 1 1
(AB,AC,AD) =2 3 2

3 3 4
= zaracunanje determinanti 3. reda vidi odjeljak 3.5
:2"3 2| |2 2‘ 2 3’
3 4 3 4 3 3
=2-6-2-3
=7,

Volumen tetraedra ABCD jednak je Sestini volumena paralelopipeda razapetog vektorima
f@, A_C) i ﬁ) — dokaz ostavljamo Citatelju za vjezbu. Dakle,

1 1 7
vT=g\</ﬁ,R,ﬁ>\=g|7r=.
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Zadaci

Zadatak 1.1 Pokazati, koristeéi nacelo matematicke indukcije, kako svojstvo (Z1), tj. zakon
asoscijacije za zbrajanje vektora, vrijedi i za zbroj viSe od tri vektora.

[
Zadatak 1.2 Na y—osi naéi tocku jednako udaljenu od to¢aka A = (2,4,0) 1 B = (—3,3,2).

RjeSenje.
C=(0,-1,0).

Zadatak 1.3 Je li trokut AABC s vrhovima A = (3,—-1,2), B=(0,—4,2)iC = (-3,2,1)
istostranican ili samo jednakokracan?

RjeSenje.
Vrijedi:  |BC| = |AC| # |AB|, AABC je jednakokratan!

|
Zadatak 1.4 Dokazati da je trokut AABC pravokutan ako je A = (3,—1,6), B=(—1,7,-2),
C=(1,-3,2).

|
Zadatak 1.5 Neka je tocka T € E? teziste trokuta AABC (to¢ka u kojoj se sijeku teZinice trokuta),
a O proizvoljna to¢ka iz E>. Izraziti vektor OT kao linearnu kombinaciju vektora OA, OB i OC.

RjeSenje.

W:§<5&>+0_1§+0—C>).

[
Zadatak 1.6 Nedi jednakost koja izraZava linearnu zavisnost vektora:
a) a=(1,3,5), b=(7,-8,4), ©=(0,4,5), d=(2,-1,3);
b) a=(1,2,5), b=(—1,6,3), ¢=(0,0,2), d=(1,0,4).
RJesen_]e
a) d=-la+1b+2%
by d=3a-1lb+1e
[
Zadatak 1.7 Naplsatl vektord = 117 — 6] Jj+ 5k kao linearnu kombinaciju vektora d = 3i — 2 J+k,

b:—l+]—2k c—2l+]—3k

RJesenJe
d=2a—3b+7¢.

|
Zadatak 1.8 Ispitati linearnu (ne)zavisnost vektora @ = (2,3, —4), b = (3,-2,0),¢ = (0,1,1).

Rjesenje.
Linearnu (ne)zavisnost vektora ispitujemo prema formuli (1.1), stoga krenimo od sljedece jednakosti:

ad+ Bb+ye =0,
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koja je ekvivalentna s
a(2a3a _4) +B(37 _270) + ’}/(07 17 1) = (anvo)v
odnosno sa sljede¢im linearnim sustavom od tri jednadzbe s tri nepoznanice

200+3P =0
3a—-2B+7=0.
—4a +v=0

Determinanta matice ovog homogenog sustava je:

2 30
detA=|3 -2 1|=...=-25#0,
-4 0 1

pa dobiveni homogeni sustav ima samo trivijalna rjeSenja (& = 0, = 0,y = 0). Dakle, prema
Roucheovu teoremu (vidi str. 146) zadani vektori d, b i ¢ su linearno nezavisni!

H
Zadatak 1.9 Pokazati da su vektori @ = (3,1,8), b = (3,4,5),¢ = (2,3, 3) linearno zavisni.

Rjesenje.
Kao u prethodnome zadatku krenimo od sljedeée jednakosti:
ad+ Bb+ye =0,
koja je ekvivalentna s
a(3,1,8)+B(3,4,5)+7v(2,3,3) =(0,0,0),
odnosno sa sljede¢im linearnim sustavom od tri jednadZbe s tri nepoznanice

3a0+3B+2y=0
(X+4ﬁ+3}’:0- ()
8a+58+3y=0

Determinanta matice ovog homogenog sustava je:

detA =

o0 = W

3
4
5

W W N
I
I
<

pa dobiveni homogeni sustav ima netrivijalna rjeSenja, tj. postoje o, 3,y € R, takvi da je ot + 8 +
Y > 0. Dakle, prema Roucheovu teoremu (vidi str. 146) zadani vektori @, b i ¢ su linearno zavisni!

Nadalje, nakon sljedecih koraka (operacija na jednadzZbama sustava (%)):
[i] drugu jednadzbu pomnoZimo s brojem —3 i pribrojimo prvoj,
[ii] drugu jednadZbu pomnoZimo s brojem —8 i pribrojimo trecoj,
[iii] zamijenimo prvu i drugu jednadzbu,
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sustav (f) dobiva (ekvivalentan) oblik
o+ 4B+ 3y=0
—27B—21y=0

tj. svodi se na homogeni linearni sustav od dvije jednadZbe s tri nepoznanice

oa+4B+3y=0

—9B-7y=0
Iz druge jednadzbe dobivamo 3 = —%}/. Uvrstavanjem u prvu jednadZzbu, dobivamo o = %}/.
Prema tome, sustav (i) je zadovoljen za svaki izbor nepoznanica (koeficijenata):
1 7
o= —Y, =——7, cR.
oV B=—g7 7
Naprimjer,zay=9,a =1, = -7 je |a| + |B]| + |y| > 0, i vrijedi:
a—7b+9¢=0 ili a=7b-9¢
|
Zadatak 1.10 Pokazati da su vektori d = 3i — j+k, b = —i — j 4 2k, ¢ = —5i — j + 3k linearno
Zavisni.
RjeSenje.

Vektori d, b 1 ¢ su linearno zavisni. Na primjer, vrijedi:

Ql
I
[\
S
|
ol

a—2b+e¢=0 il

|
Zadatak 1.11 Diskutirati linearnu zavisnost vektora @ = (3,—8,2), b = (7,6,5) i
¢=(5,2,6—A) uovisnosti od parametra A € R.

Rjesenje.
Za A = % zadani vektori su linearno zavisni, u suprotnom su linearno nezavisni. Na primjer, vrijedi:

zadatak 1.12 Zadani su vektori d = 2i+ j,b=1i— j+2k, ¢ =2i+2]—k, d =3i+ 7] — Tk.
Izraziti svaki od tih vektora kao linearnu kombinaciju ostalih.

RjeSenje.
Vrijedi:

a:

W =
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Zadatak 1.13 Zadana su tri uzastopna vrha paralelograma A = (9,—-5,6), B = (3,-3,1) i
C = (1,2,—3). Odrediti ¢etvrti vrh D.

Rjesenje.
D= (7,0,2).

|
Zadatak 1.14 Zadana su tri uzastopna vrha paralelograma A = (3,—4,7), B = (—5,3,-2) i
C=(5,4,2), A € R. Odrediti:
a) Cetvrti vrh D;
b) vrijednost realnog parametra A tako da je \ﬁ\ =+/116.

Rjesenje.
a) Vrijedi (vidi Primjer 1.2):

OD=0C—0B+0A=...=(13,A-7,11) = D=(13,A —7,11).

b) Sada za vektor ﬁ vrijedi:

AD = (10,4 ~3,4) = |AD| = /102 + (A —3)2 +42 = VA2~ 62 + 125.
Dakle,
IAD| = V116 & VA2 — 64 + 125 = V116
S A6 +125=116
S A2 —61+9=0

elA=3,
O

Zadatak 1.15 Zadana su dva susjedna vrha paralelograma A = (2,—3,5) i B=(—1,3,2) i
sjeciste S = (4, —1,7) njegovih dijagonala. Odrediti preostala dva vrha tog paralelograma.

Rjesenje.
C=(6,1,9), D=(9,-5,12).

[
Zadatak 1.16 Pokazati da su totke A = (3,—1,2), B = (1,2,—-1), C = (—1,1,-3) i
D = (3,—5,3) vrhovi trapeza, te odrediti njegovu povrsinu P.

Rjesenje.
Za vektore AB = (—2,3,-3) i DC = (—4,6, —6) vrijedi:
AB-DC =44, |AB|=+22, |DC|= 38,

odnosno {:guz’%’;%\/?zm = \ED?'|:|@||IY‘| < EHDj

Nadalje, ako su v i v vektori koji predstavljaju dijagonale nekog trapeza, njegova povrSina P se
moZe dobiti kao:

P = ’_;1><V2‘.

N =



30 Poglavlje 1. Vektorska algebra

Dakle, ako su ﬁ i D?' vektori koji predstavljaju osnovice nekog trapeza, za njegovu povrsinu

vrijedi:
1
P:E\sz)_é\ — .~ 1831
N

Zadatak 1.17 Ako su zadane tocke A = (—2,1,3),B=(1,-7,4),C=(0,4,-2)iD=(1,1,1).

Izraéunati@ . C% i R X ﬁ

Rjesenje.
Vrijedi:

AB-CD=30 i ACxBD=(31,6,16).
[ |
Zadatak 1.18 Vrhovi trokuta su: A = (—1,—-2,4),B=(—4,-2,0)iC = (3,—-2,1). Izraunati
unutarnji kut pri vrhu B.

RjeSenje.
/4
= 4 © = — .
B 5 2 rad
[ |
Zadatak 1.19 Zadane su tocke A = (—1,3,-7), B=(2,—1,5)1C = (0,1,-5). Izracunati
sljedece umnoske (produkte):

a) (2AB— CB)(2BC +BA);  b) (AB-AC)-BC; ¢) (AC-BC)-AB.

RjeSenje.
a) —524; b) (—70,70,—350); ¢) (—78,104,-312).
|
Zadatak 1.20 Zadani su vektori @ = (1,2,1)ib = (2,1, —1). Izradunati:
a) a-b; b) (a—b)% c) Va?; d) Z(a,b).
Rjesenje.

a) Prema formuli za skalarni produkt vektora ¢ i b (pomocu njihovih koordinata) vrijedi:
d-b=1-242-1+1-(-1)=3};

b) Prema formuli (1.2) vrijedia —b6 = (1 —2)i+ (2—1)j + (1 + 1)k = —i + j + 2k, paje:

2

(@57 =la—bP=\/(-12+12+22 =V =6

c) \/&’72\/\5\2:\/\/12—%22—#1 2:\/\f2:\/6;

d) Prema formuli (1.5) za kut izmedu vektora a i b vrijedi:

a-b 3 1
cos(p:ili):\@\ﬁzi = (p:.
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Zadatak 1.21 Pokazati da je trokut AABC s vrhovima A = (3,0,7), B = (4,2,2)iC = (9,2,9)
pravokutan. Koja tocka je vrh pravog kuta?

Rjesenje.
Tocka A je vrh pravog kuta!

[
Zadatak 1.22 Pokazati da je Cetverokut JABCD s vrhovima A = (—3,5,4), B = (1,0,-5),
C=(1,-1,6)iD=(-3,4,15) romb'.

Rjesenje.

Vrijedi:  |AB| = |BC| = |CD| = |DA| = V122.

|
Zadatak 1.23 Odrediti parametar ¢ € R tako da vektori @ = - 37 +2kib=1+ 2} — tk budu
medusobno okomiti.

RjeSenje.
Za netrivijalne vektore d i b vrijedi:
idLlb e ab=0
S t—6-2t=0

e
[ |

Zadatak 1.24 Odrediti parametar A € R tako da vektori @ = (2-a*,A,4 — 1) (a > 0) i
b= (A+1,A—2,0) imaju isti modul, a zatim na¢i kut izmjedu njih.

Rjesenje.

@l =[5l & /a2 42+ (A-1)2= SR+ 12+ (A -2)2+ 02
S 4aP AT HA? 22+ 1= A2 424+ 1+ A% —4A +4
& 4.4 =4

s adt=1=ua

@21:0:>.

Dakle, za A = 0 zadani vektori imaju isti modul.

0

Nadalje, za A = 0jed = (2,0,—1)ib = (1,—2,0), pa prema formuli (1.5) za kut izmedu njih

vrijedi:

cosp =

P
o

YRS
[\

Ql |l

15 Romb je &etverokut u kojem su sve stranice jednake duljine. Njegove dijagonale su medusobno okomite i simetrale
unutarnjih kutova (zbog ¢ega mu se moZe upisati kruznica sa srediStem u sjecistu dijagonala). Dodatno, dijagonale romba
se prepolavljaju. Svaki romb je paralelogram. Mjere nasuprotnih unutarnjih kutova u rombu su jednake. U posebnom
slucaju: ako su svi unutarnji kutovi pravi, romb postaje kvadrat.
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Zadatak 1.25 Odrediti vektor b kolinearan s vektorom @ = 24— k takav da je b-a=3.

Rjesenje.
b—i+li- 1%

|
Zadatak 1.26 Vektor ¢ je okomit na vektore @ = (3,2,2) i b = (18, —22,—5), a sa y—osi zatvara
tupi kut. Naéi vektor ¢ ako je |¢| = 14.

RjeSenje.
C=—4i—6]+ 12k

|
Zadatak 1.27 Vektor ¢ je okomit na z—os i na vektor @ = (8, —15,3). Naci vektor ¢ ako je
|¢| =51, i ako sa x—osi zatvara §iljasti kut.

Rjesenje.

¢ =45[+24].
|
Zadatak 1.28 Zadani su vektori @ = (2,—1,3), b= (1,-3,2) i¢ = (3,2,—4). Nadi vektor X
akojed-*=—5, b-¥=—11, ¢-% = 20.

Rjesenje.
X=2i+3] -2k

|
Zadatak 1.29 Zadani su vektori @ = (3,—1,5) i b = (1,2,—3). Odrediti vektor ¥ takav da je
X-a=9, X-b=—4.

RjeSenje.
X=ri+(1-20)j+(2—-1)k, teR.

|
Zadatak 1.30 Nadi vektor ¢ koji s vektorima ?, }t, ¥ redom zatvara kutove o = %, B = %, Y= 27”,
i za koji vrijedi |d| = 4.
Rjesenje.
4=2V2i+2j—2k.

[ |

Zadatak 1.31 Nadi skalarnu projekciju vektora @ = 2/ — 37 na vektor b = i + 7 ako je || = 2,
| =3, L(m,n) = §.

Rjesenje.
o 2219
ap=4d-byg = — NI

Zadotak 1.32 Zadani su vektori @ = A+ 177 i b = 3in — #, gdje je |im| = 2, || =
£(im,ii) = ZE. Odrediti:

a) koeficijent A tako da vektori d i b budu medusobno okomiti;

b) duljinu vektora ¢ = 4d — 23b, za nadenu vrijednost koeficijenta A.
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Rjesenje.
a) A =40;
b) [¢| =91v19.

|
Zadatak 1.33 Naci kut koji zatvaraju jedini¢ni vektori 7 i 7 ako su vektori d = m + 27 i
b = 5in — 47 medusobno okomiti.

Rjesenje.
0 = Z(m,n) = 60°.

[
Zadatak 1.34 Neka su 71 i 7 jedini¢ni vektori koji zatvaraju kut od a = %. Izracunati duljine
dijagonala i povr§inu romba razapetog vektorima 7 i .

Rjesenje.

Svaki romb je paralelogram, pa stoga povrsinu P, romba razapetog vektorima 7 i 7 racunamo kao
modul vektorskog produkta ovih vektora, tj. vrijedi:

Py = | x 7| = || || sin £ (i, 7) =

V3
2

Nadalje, dijagonale romba su simetrale njegovih unutarnjih kutova, dok je zbroj dva susjedna
unutarnja kuta 180°. Dakle, za dijagonale romba, sa stranicom duljine |7, vrijedi (detalje prepu-
Stamo Citatelju):

o o
di = 2] cos - = V3 i d2:2|ﬁ1|sin5:.

|
Zadatak 1.35 Odrediti jedini¢ni vektor ¢y koji je komplanaran s vektorima @ i b, ako je |d| = 2,
b|=3,/(@,b)=%i¢-a=772¢b=3.

RjeSenje.
¢o= %ﬁ(za —1b)

-
Zadatak 1.36 Odrediti skalarni produkt vektora @ i b i kut izmedu njih ako je @ = 47 + 5/ — 3k i
b= —5i+13]+ 12k.

Rjesenje.
i-b=9, ¢=,ab)~ 86°149" .
|

Zadatak 1.37 Naéi vektor ¢ koji je okomit na vektore @ = (2,—3,1) i b = (1,-2,3) i koji
zadovoljava uvijet ¢ - (i + 2/ — 7k) = 10.

Rjesenje.
¢=Ti+5]+k.
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Zadatak 1.38 Zadani su vektori @ = (3,—1,4) i b = (5,2, —6). Naéi:
a) skalarni produkt 4 - b;

b) vektorski produkt d x B;

¢) povrsinu paralelograma konstruiranog nad vektorima @ i b.

Rjesenje.
a) d-b=—11; by axb=(-2,38,11); ¢ P=|dxDb|=+/1569.

[ |
Zadatak 1.39 Ako su zadani vektori @ = (2,—5,1) i b = (3,0, —4) naéi @ x b i uvjeriti se da je
dxbla i dxb.lb.

Rjesenje.
axb=(20,11,15).
m
Zadatak 1.40 Zadani su vektori d = (—3,1,—4) ib= (0,2,—5). Nadi:
a) axb;, b)|axbl; ¢ @=/(@b); d) (@a+b)xa e (@a+b)xb.
RjeSenje.
a) axb=(3,-15,-6); b) |axb|=3v30; ¢ ¢~36°4521";
d) (G+b)xa=(-3,15,6); e (a+b)xb=(3,-15,-6).
u

Zadatak 1.41 Zadani su vektori @ = (2,0,4), b = (=5,1,—-3) i ¢ = (—4,—1,7). Odrediti
vektore:
a) (axb)xd b) d x (b x 7).

Rjesenje.
a) (axb)x¢=(-96,20,—-52);
b) @x (bx¢)=(—188,—2,94).

|
Zadatak 1.42 Zadani su vektori @ = (0,24, 1), b= (2,2,1)i¢ = (—1,—2, —1). Odrediti vektor
d koji zadovoljava uvjete:

axb=¢xd 1 X¢=bxd.

Ql

Rjesenje.
Vrijedi: @ x b = (0,24, —4A1). Nadalje, nepoznati vektor zadajmo kao d = (x,y,z), pa éemo imati:
¢xd=(y—2z,z—x,2x—y). Kako je d x b = ¢ x d, to vrijede sljedece jednakosti:
y—2z=0
—-x 4+ z=2A
2x—y = —41

Sto predstavlja linearni sustav od tri jednadZbe s Cetiri nepoznanice, kod kojeg je posljednja (treca)
jednadZba linearno zavisna s prvom i drugom jednadZbom (Sto se lako pokazuje), pa je dobiveni
sustav ekvivalentan sa sljede¢im sustavom od dvije jednadZbe i Cetiri nepoznanice:
y—2z=0
—x 4+ z=21
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Sada, slicnim ra¢unanjem dobivamo kako je d x ¢ = b x d ekvivalentno sa sljede¢im linearnim sustavom:

0
-2,
22

- y+2
-2

NN

X
—2x+2y

kod kojeg je, opet, posljednja (treca) jednadZba linearno zavisna s prvom i drugom jednadZbom u tom
sustavu (Sto se takoder lako pokazuje), pa je ovaj sustav ekvivalentan sa sljede¢im sustavom od dvije
jednadZbe i Cetiri nepoznanice:

Dakle, dobili smo dva linearna sustava po dvije jednadZbe i Cetiri nepoznanice, $to, u biti, mozemo
predstaviti jednim linearnim sustavom s tri jednadzbe i Cetiri nepoznanice (jer su u oba dobivena sustava
prve jednadZbe identicne):

—y+2z=0
X —2z=—A. (Y]
—Xx + z=2A

Lako je se uvjeriti kako je linearni sustav (X) neodreden, tj. da ima beskonacno mnogo rjesenja, odnosno
da vrijedi:

x=-31
y=-21, AeR = d=(=31,-21,—1).
z=—A
(Za vise detalja glede rjeSavanja neodredenih linearnih sustava vidi poglavlje Linearni sustavi, str. 139.)
[
Zadatak 1.43 Izraunati mjeSoviti produkt (@ x b) - ¢ ako je:
a)a=(1,0,—-1), b=(1,1,0), ¢=(0,0,—-1);
b) @ =(3,4,5), b=(1,-1,2), ¢=(2,0,3).
RjeSenje.
a) (dxb)-¢=-1,
b) (dxb)-¢=>5.
[
Zadatak 1.44 Izracunati volumen paralelopipeda konstruiranog nad vektorima:
a)a=(1,2,3), b=(3,4,—-1), ¢=(0,-1,0);
b) a=(3,—-1,4), b=(-4,2,3), ¢=(1,—-1,-2).
RjeSenje.
a) V=|(axb)-¢=|-10=10;
b) V =|(axb)-¢|=]10| = 10.
[

Zadatak 1.45 Zadane sutocke A = (1,4,-2),B=(7,3,—1),C=(-2,6,3)iD=(5,—1,—4).
Odrediti volumen tetraedra'® (trostrane piramide) ABCD.

16 Tetraedar je najmanji konveksan skup koji sadrzi etiri nekomplanarne toke. Te su totke vrhovi tetraedra.
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RjeSenje.
Primjenom mjesovitog produkta vektora moZemo odrediti volumen tetraedra ako su zadani njegovi
vrhovi A], Az, A3 1 A4Z

1 \
Vi = 8’(/41142 XAIA3)'A|A4|.

—
(Volumen tetraedra A A>A3A4 jednak je Sestini volumena paralelopipeda razapetog vektorima A A5,
A1A3 1A 1Ay — dokaz ostavljamo Citatelju za vjeZbu.)

Dakle, vrijedi:
vT:é|(Z§xX3).ﬁ| :...:%.

|
Zadatak 1.46 Vrhovi tetraedrasuA = (-2,1,4),B=(3,-2,5),C=(-4,2,0)iD=(2,-3,0).
Odrediti:
a) volumen tetraedra ABCD;
b) visinu tetraedra spustenu iz vrha D.

Rjesenje.

a) Vr =4,
1 3V 12v/446
b) VT:§B-V = v= BT =53
(Volumen tetraedra jednak je tre¢ini produkta povrsine B bilo koje strane tetraedra i duljine v pripadajuce
visine tetraedra.)

|
Zadatak 1.47 Odrediti vrijednost parametra A € R tako da su vektori @ = (2,3,7),b = (—5,1,4),
i¢=(4,2,A) linearno zavisni.

Rjesenje.
Svaka tri komplanarna vektora iz V* su linearno zavisna. Stoga, tri vektora iz V3 su linearno zavisna
akko njihov mjeSoviti produkt iS¢ezava!
. L . 66
Zadani vektori su linearno zavisni za A = 17
[
Zadatak 1.48 Razloziti vektor ¢ na komponente duz vektora @, b i (d x b) ako je: d = (1,1,—1),

b= (-2,—-1,2),¢=(1,-1,2).

RjeSenje.

¢=_3a B+3Cx5)

C=——a— = —(a .
2 2 2

[
Zadatak 1.49 Nadéi visinu na stranicu AC i povrSinu trokuta AABC zadanog vrhovima
A=(-3,-2,0),B=(3,-3,1)iC=(5,0,2).

RjeSenje.
Povrsina trokuta AABC jednaka je polovini povrSine paralelograma A BC D, paralelograma razapetog
vektorima Zﬁ i Zg‘ . Kako je

AB=(6,—1,1) i AC=(8,2,2),
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vrijedi:
1 1
Paapc = EPABCD = Elﬁ X ZE‘]
AR R .
:51 6 —1 1 |:§]—4i—4j+20k\
8 2 2
1
— /(=424 (—4)2 2
_2\/( 4)2 4+ (—4)2 420
1
=3 432 =6V3.
Nadalje, za povrsinu trokuta AABC vrijedi formula:
Py _’R"VAC N VAC_2'PAABC_2 3
ABC = — 5 = = 5
2 |Aa 2

[
Zadatak 1.50 IzraCunati skalarnu projekciju vektora @ = (3, —12, —4) na vektor b=7¢xd, ako
je: ¢=1(1,0,-2)id = (1,3,—4).

RjeSenje.
Vrijedi:
. . - a-b —-18 —-18
b=¢xd=(6,2,3), ap=dby= = S ——
|| V6r+22+32 T
[
Zadatak 1.51 Zadani su vektori @ = (2,—4,3),b=(3,—1,5)i¢ = (1,—-2,4). IzraCunati:
a) vektorXizuvjeta X-da=1, X-b=2, X-¢=3;
b) jedini¢ni vektor koji je normalan na ravninu koju ¢ine (razapinju) vektori X i (d X b) X ¢;
¢) skalarnu projekciju vektora # = (d x b) X ¢ na vektor X;
d) povrsinu paralelograma razapetog nad vektorima (d x b) X ¢ i X.
RjeSenje.
a) ¥=(—1,0,1); b) 7ip = ﬁ(za—n,%); ) uy = %; d) P=3V1641.
|

Zadatak 1.52 Odrediti parametar A € R tako da vektori @ = A7 + J + 4k, b =1-— 2A7 i
¢ =3Ai— 3]+ 4k budu komplanarni. Zatim, za nadene vrijednosti parametra A razloZiti vek-
tor @ po pravcima vektora b i ¢.

RjeSenje.
Za netrivijalne vektore d, b i ¢ vrijedi (svojstvo (MP4) mjeSovitog produkta vektora):
a,b,¢ su komplanarni (leZe u istoj ravnini) < (@,b,¢) = (@ x b)-¢ = 0.

Nadalje, budu¢i da su vektori d, b i ¢ zadani pravokutnim koordinatama, njihov mjeSoviti produkt
moZemo racunati po formuli (***). Nakon uvrStavanja koordinata zadanih vektora dobivamo:

A1 4
1 21 0/=0 & 16A7-16=0 = | Ajp==1.
30 -3 4
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Dakle, za A = =41 vektori @, bi ¢ su komplanﬂami; L o .
Uzmimo da je A = 1, tada imamo: Zi:i_)+j+4k,b:i—2ji_é:3i—3j+4k. Sada jo§
trebamo razloZiti vektor @ po pravcima vektora b i ¢, odnosno nadi takve skalare o i 8, da vrijedi:
d=ab+pe¢ < (1,1,4)=a(l,-2,0)+B(3,-3,4)
< (1,1,4) = (o, —2,0)+ (3B,—-3B,4PB)
< (1,1,4) = (a+3B,—2a—-3B,0+4p).

Iskoristimo sada jednakost dvaju vektora, pa posljednja jednadZba u biti postaje linearni sustav od tri
jednadZbe s dvije nepoznanice (@ i 3), tj. imamo:

oa+3p=1
—2a-38=1.
4B =4

Nije tesko pokazati da taj sustav ima jedinstveno rjeSenje: ‘ a=-2,p=1 ‘ Dakle, bitée: @ = —2b+7¢ .

Na sli¢an nacin se pokazuje daza A = —1 vrijedi: @ = 2b+7¢.

Zadatak 1.53 Vektori @ = (1,2m,1),b = (2,m,m)i¢ = (3m,2,—m), m € R, bridovi su tetrae-
dra.

a) Odrediti volumen tog tetraedra (u ovisnosti o parametru m);

b) Naéi m tako tako da vektori @, b i ¢ budu komplanarni. Za nadenu vrijednost parametra m
razloziti vektor ¢ po pravcima vektora d i b.

RjeSenje.

a) Vr = L6m® —2m+4|; b) m=—1; ¢=—ia—2b.

vl
Ik

[
Zadatak 1.54 Zadani su vektori @ = (2m, 1,1 —m), b= (—1,3,0)i¢ = (5,—1,8), m e R.
a) Odrediti vrijednost parametra m tako da vektor ¢ zatvara jednake kutove s vektorima big,
b) Za nadenu vrijednost parametra m naci volumen paralelopipeda konstruiranog nad vektorima a,
bici jednu visinu tog paralelopipeda.

RjeSenje.
a)m:i; b)V:%; v:%.

|
Zadatak 1.55 Nadi povrsinu trokuta odredenog vektorima 2d — 3b i 3@ — 2b, ako je |a| = 2,
|b| =3, |a+b| = V19.

Rjesenje.

o e o e

produkta tih vektora, tj. vrijedi:

Pa = 2l x|
= — U V.
)

U nasem slucaju ée biti:
1 - -
Py = §|(221—3b) x (3a —2b)],
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. . . . 1 .

Pa= 1|~ 4(axB)—9(bx )| = | ~4(axB) +9(ax B)| = 115 x )|
1 "
:E-S |a| - |b|-sinZ(a,b)

= 15-sin Z(a,b).

Kut izmedu vektora @ i b m]e zadan, pa ga je potrebno odrediti! Buduci da vektori @, b, @+ b &ine trokut,
u kojem je stranica d + b upravo nasuprot suplementu kuta izmedu vektora ¢ i b, moZemo iskoristiti
kosinusov poucak'” za odredivanje suplementa tog nepoznatog kuta, tj. vrijedi:

jal> +|b|* — |a + b

N | =

la+b|> = |a]>+|b|*> —2|@||b| -cos® = cosH = — =|—
2|al|b|

Dakle, imamo da je:

0 =120°,
odnosno .
Z(a,b) =y=180°—6 =60°.
Sada je:
sin Z(@,b) = sin60° = \f
tj. vrijedi

Prn= —

c? = (b—acosy)? + (asinv)?

=a® 4+ b? —2ab-cosvy

asin~y

Slika 1.6: Al-Kasijeva!® inadica kosinusovog poucka (slu¢aj kada je y tupi kut).

17 Kosinusov poucak — kvadrat stranice u trokutu jednak je zbroju kvadrata drugih dviju stranica, umanjenom za
dvostruki umnoZak tih stranica i kosinusa kuta izmedu njih, odnosno vrijedi formula: ¢ = a2 + b% — 2ab - cos y — gdje
su a, b, ¢ stranice trokuta, a y unutarnji kut nasuprot stranici ¢ (analogno se zapisuju formule za preostala dva kuta), To je
poopcenje Pitagorina poucka (koji se dobiva za ¥ = 90°).

18 Giyat al-din Gamsid ibn Mas‘iid al-Kasi, perzijski matemati¢ar i astronom, oko 1380.-1429.
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Zadatak 1.56 Zadani su vektorid = (1,1,—1),b = (=2,—1,2)i¢ = (1,—1,2).
a) Rasclaniti vektor ¢ po pravcima vektora d, b i d x b;
b) Odrediti kut izmedu vektora ¢ 1iravnine odredene vektorima ad 1 b.

a) ¢=—3a—1b+3(axbh); b) v = 60°.

|
Zadatalk 1.57 Nekasuto¢ke A = (1,3,4),B=(2,3,5)iC = (0,2,4) vrhovi trokuta. IzraCunati:
a) Opseg i povrsinu trokuta AABC;
b) Visinu v4.

RjeSenje.
a) 0=2v2+V6, P=1L, b) va = L.

[ |
Zadatak 1.58 Vektori 4, b i ¢ stranice su trokuta. Pomoc¢u ovih vektora izraziti sve teZi$nice trokuta
(vidi Sliku 1.7).

RjeSenje.

TeZisnica trokuta je duZina koja spaja vrh trokuta sa srediStem (poloviStem) nasuprotne stranice, a ujedno
i duljina te duZine. Bududi da su vektori @, b i ¢ stranice trokuta, pretpostavimo da je: ¢ = BC, b = C
i¢=AB.

Slika 1.7: TeZisnice trokuta sijeku se u jednoj tocki — teZiStu trokuta.

Sada ocigledno vrijedi:

- — 1
f,=AA| =A +BA1:E+55,
odnosno |
- —— -
Na slic¢an nacin se pokazuje da je:
T I I . O
tb:a+§b:—c—§b, C:b+§c:—a—§c.

[
Zadatak 1.59 Neka je tocka T € E? teZiste tetraedra ABCD (tocka u kojoj se sijeku teZisnice
tetraedra), a O proizvoljna to¢ka iz E3. Izraziti vektor 07 kao linearnu kombinaciju vektora O—A
0B, 0C i OD.
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RjeSenje.

TeZisnica tetraedra je spojnica vrha tetraedra s teZiStem nasuprotne strane. Sve Cetiri teZiSnice tetraedra
sijeku se u jednoj tocki — teziStu tetraedra. TeziSte tetraedra dijeli svako teZiSnicu u omjeru 3:1, mjereéi
od vrha tetraedra. Vrijedi (detalje prepuStamo Citatelju):

o =L (04 + 08 + ¢ + 0B).

|
Zadatak 1.60 Vektori it = 5p +2¢ i v = p — 3¢ stranice su paralelograma, gdje je |p| = 2v/2,
|g| =3, Z(p,q) = §. Odrediti:
a) [u+v|=?
b) |i—7|=?
¢) kut izmedu dijagonala paralelograma?

RjeSenje.
a) i+ =15; b) |i—7¥| = /593; ¢ ¢ ~33°57'4".

Zadatak 1.61 Zadani su vektori @ = (1,2,3), b= (—1,0,1)i¢ = (2,3,1).
a) Odrediti vektor d okomit na vektore d i b, a koji s vektorom ¢ gradi povr$inu v/75;
b) Zakoje m vektori @, b i1 = (10,2, m) odreduju trostranu piramidu (tetraedar) volumena 20?

RjeSenje.
a) di = (1,-2,1), dy=(—1,2,—1); b) my = 54, my = —66.

|
Zadatak 1.62 Zadani su vektorid = (2,2,1)ib = (—1,—2,—1). Odrediti A = —a- b i definirati
vektor ¢ = (0,24, A). Zatim odrediti sve vektore d za koje vrijedi ¢ x @ = b x d te |d| = 7V 14.

RjeSenje.
Vrijedi:
= —d-b=—(-2-4—-1)=7 = ¢=(0,14,7) i ¢xa=(0,14,—28).

Nadalje, nepoznate vektore zadajmo kao d = (x, y, z), pademoimati: b x d = (y — 2z, —x+2,2x—y).
Kako je ¢ x @ = b x d, to vrijede sljedeée jednakosti:
y—2z=0
—X + z=14
2x—y = —28

Sto predstavlja linearni sustav od tri jednadZbe s tri nepoznanice, kod kojeg je posljednja (tre¢a) jednadzba
linearno zavisna s prvom i drugom jednadZbom ($to se lako pokazuje), pa je dobiveni sustav ckvivalentan
sa sljede¢im sustavom od dvije jednadzZbe i tri nepoznanice:
y—2z=0
—x  + z=14

Dakle, vrijedi:
y=2z1x=z—14.
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Dodatno, znamo da je |d| = 7v/14 < x2+y* + 22 = 686, pa dobivamo sljedecu jednadzbu:

372 — 147 —245=0.

Njezina rjeSenjasu z; = —7 i 2, = % Stogaje: dy = (—21,—14,-7) i d, = (—%, 730, 335).

|
Zadatak 1.63 Zadani su vektori @ i b takvi da je |a| = 4, |b| = 2, @- b = 6. RazloZiti vektor ¢
pomoCudibakojed-¢=10teb-¢ =2.

RjeSenje.

¢=a—b.

|

Zadatak 1.64 Zadani su vektorid = —i — 2] + %%, b= —jid=i+]— k. Odredite vektor ¥
¢.

akoje ¥-a=2 i (3%)xb=

RjeSenje.
X=1+2]+3k.

[
Zadatak 1.65 Zadani su vektori @ = 2i + 3k i b = 2i — 4k. Jesu li vektori @ i b linearno zavisni?
Odrediti vektore ¢ i d takve da je vektor ¢ linearno zavisan od vektora d i b, te vektor d linearno
nezavisan od vektora @ i b.

RjeSenje.
Vektori d i b su linearno nezavisni.

Primjer vektora koji je linearno zavisan od vektora d i b: ¢=4i—k=a+Db.

Primjer vektora koji je linearno nezavisan od vektora d i b: d= 14 =a x b.

[
Zadatak 1.66 Tocke A = (-3,2,0), B=(-1,-2,0), C=(3,-3,1) i D= (5,0,2)
uzastopni su vrhovi paralelograma ABCD. Odrediti kut izmedu dijagonala paralelograma.

RjeSenje.
© =~ 57,58°.
|
Zadatak 1.67 Zadani su vektori @ = (—1,3,2), b= (2,0, —4)i¢ = (o, 12,6).
a) Izracunati volumen paralelopipeda kojeg razapinju vektori d, big
b) Odrediti o tako da vektori @, b i ¢ budu komplanarni.
RjeSenje.
a) V=|(Gxbhb)¢|=|-202—18a—36|;
b) Vrijedi: @,b, ¢ su komplanarni (leZe u istoj ravnini) < (@,b,¢) = (@ x b)-¢ = 0.
Vektori d@,b i ¢ su komplanarni za ¢ = —6 ili o = —3.
[

Zadatak 1.68 Naci duljine stranica i mjere kutova trokuta s vrhovima A = (—1,2,3),
B=(2,1,2), C=(0,3,0).
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RjeSenje.
a=+12, b=+11, c=+V1l, a=~62,96°, B ~58,52° y=~58,52°.
m
Zadatak 1.69 Nekaje |a| =13, |b| =19, |a+b|=24. Odrediti |d —b|.
Rjesenje.
Vrijedi:
576 =242 = |a +b|?
= (d+b)-(ad+Db)
—a’+a-b+b-a+b>
= |d)>+2a-b+|b|?
=169+42d-b+361
&24-b=576—-169—-361=46 = | a-b=23.
Sada je:
@—b|* = (a—b)-(a—b)
—a’—4-b—b-a+b>
= |a|>—2a-b+ b
=169 — 46+ 361
—484 = ||a—b|=22.
m

Zadatak 1.70 Zadani su vektori d =i + J + kK, b=—i+ 2] +k i e=13i+ 2. Odredite
vektor ¥ inteziteta /6, koji je okomit na vektor d, s vektorom ¢ zatvara §iljasti kut, a povrsina
paralelograma konstriranog nad vektorima b i ¥ iznosi 2+/5.

RjeSenje.
Xx=(1,-2,1).

[
zadatak 1.71 Odrediti jedinicni vektor okomit na vektore @ = —2i — 6 —k i b=1i+2] koji
s vektorom ¢ = —2i+ j zatvara Siljasti kut. U smjeru tog jedini¢nog vektora odrediti vektor d
takav da vektori @, b i d budu stranice paralelopipeda ¢iji volumen iznosi 18.

RjeSenje.
i=-%i+1j-2k  d=6i.
[

Zadatak 1.72 Odrediti obujam i oplo§je trostrane piramide ¢iji su vrhovi tocke: A = (0,0,1),
B=(2,3,5), C=(6,2,3) i D=(3,7,2).

RjeSenje. .
Vr = |(AB,AC,AD)| = |(AB x AC) -AD| =20,  Or ~56,21.
N

Zadatak 1.73 Vektori @, b i ¢ razapinju paralelopiped volumena 10. Izracunati volumen

paralelopipeda kojega razapinju vektori ¢ +b, a—b i %E’.
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RjeSenje.
V =30.

|
Zadatak 1.74 Pokazati da tocke A = (3,—4,1), B=(2,-3,7), C=(1,-4,3) i
D = (4,-3,5) leze u jednoj ravnini.
RjeSenje.
Za netrivijalne vektore 1@ , ﬁ i ﬁ vrijedi:

- —
(ZEZ& ,AD) =0 & E,R ,AD komplanarni (leZe u istoj ravnini)
< tocke A, B, C i D leze u jednoj ravnini!

Za odredivanje vektora izmedu dvije tocke zadane u pravokutnim koordinatama, koristimo razliku
njihovih koordinata, tj. vrijedi:

ﬁ: (xB —xa,yB —ya, 28 —24) = (—1,1,6),
ﬁ: ('xc_xA7yC_yA7ZC_ZA) = (_2,0,2),
ﬁ: (xp —xa, YD —ya,2p —24) = (1,1,4).

Sada je:
-1 1 6
(AB,AC,AD) = (ABx AC) - AD=|-2 0 2
1 1 4
= razvoj po 2. stupcu
=22 |-1 6
B 1 4 -2 2

= —(—8-2)—(-2+12)
=10-10=0..

Dakle, tocke A, B, C i D leZe u jednoj ravnini!
[ |
Zadatak 1.75 U trokutu AABC zadano je |@| =2, |R| =3, Z(@,R) = . Odrediti kut

_) —_
izmedu vektora Eg i AM gdje je M poloviste duZine BC.

RjeSenje.
Vrijedi:

—
AM

%Iﬁ+%ﬁ 1 1@-@:2-3@03%:3.

Nadalje, ozna¢imo ¢ = A(W ,§8‘) Sada je:

At BC = (LAB + LAC) (A6 — ) = Ljac) - Lase =,
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50 = /B BE = V(A — AB) - (A¢ - AB)
= \1ACR 248 AC + 4B = V7,

M| = /A Ab = 2/ (3 + 2B) - (4 + AB)
_ %\/‘gg|z+2;§;8+\2§\2 = %\/ﬁ

o5 AM-BC s
|AM||BC| V133

Konacno je:

odnosno

0~ 64°18'24" .

[
Zadatak 1.76 1z proizvoljnog vrha pravilnog tetraedra'® povuéene su simetrale dviju strana tog
tetraedra. Koliki je kut ¢ medu tim simetralama?

RjeSenje.
Ako fiksiramo vrh B, neka tada vektori ﬁ i ﬁ odreduju simetrale kuta pri tom vrhu, u trokutovima
ABAC i ABAD (visi sliku ispod). OCito su ti vektori respektivno kolinearni s vektorima's| = m+# i

[

H
So =7n+ P, gdje sum, 7i i p jediniCni vektori vektora R‘ , BA, lﬁ), redom. Nadalje, vrijedit Ce:

$1-52 5

cosp = 2 =2 = | 9~33°3326 .
1][52] 6

19 Pravilni tetraedar omeden je s Cetiri jednakostranicna trokuta.






2.1

Osnovni pojmovi i formule

U ovom poglavlju upoznat éemo se s osnovnim elementima analititke geometrije prostora E?, tockom,
pravcem i ravinom i njihovim medusobnim odnosima. Osnovna ideja analiticke geometrije je da se
tocke prostora E3 opisuju koordinatama, dakle, uredenim trojkama realnih brojeva, a ostali tockovni
podskupovi ili objekti tog prostora (pravci, ravnine, krivulje, plohe, itd.) jednadzbama. Prema tome,
ispitivanje odnosa medu promatranim objektima prostora E3 svodi se na rjeSavanje sustava jednadzbi.
Glavna prednost analitickog pristupa jest u tome $to omogucuje precizno i sustavno proucavanje prostornih
odnosa koriStenjem algebarskih metoda.

Koordinate. PoloZaj neke tocke T u prostoru E° moZemo opisati pomocu vise razli¢itih
koordinatnih sustava. Najce$¢e koristimo pravokutni ili Kartezijev, cilindri¢ni i sferni koordinatni
sustav. Pravokutni koordinatni sustav u prostoru E> prethodno smo (vidi odjeljak 1.5) definirali pomocu
tri medusobno okomite koordinatne osi: x—osi, y—osi 1 z—o0si — koje prolaze nekom fiksnom tockom
O prostora E* i na kojima leZe medusobno okomiti jedini¢ni vektori i } ik. Sjeciste O koordinatnih
osi nazivamo ishodistem pravokutnog koordinatnog sustava. Ravnine ¢ = [7, j], & = [}, k], n = [k, 1],
odredene koordinatnim osima, nazivamo koordinatne ravnine zadanog sustava (u nastavku ¢emo koordi-
natne ravnine oznacavati sa xQy, y0z i xOz). Svakoj tocki T u prostoru E* tako se moZe jednoznacno
pridruZiti uredena trojka realnih brojeva (x,y, z), koji predstavljaju njezine pravokutne koordinate (a
njihove apsolutne vrijednosti su udaljenosti te tocke od tri medusobno okomite koordinatne ravnine).
Koordinate x, y, z nazivamo redom apscisom, ordinatom i aplikatom to¢ke T. Oznaka T = (a, b, c)
oznacava da tocka T ima pravokutne koordinate x = a, y = b i z = ¢. Dodatno, radij—vektor 07 svake
tocke T = (x,y,z) iz E* posve je odreden njezinim pravokutnim koordinatama:

ﬁ:x_f—{—y}+z7$

(pravokutne koordinate tocke odgovaraju komponentama radij—vektora). Dakle, u izgradnji analiticke
geometrije éemo, osim toc¢kovne strukture u E?, koristiti i vektorske strukture iz V3(0), odnosno V3,
koje se prirodno proZimaju. Konacno, pravokutne koordinate nisu samo opis tocke i njezina radij—vektora,
vec i alat za raCunanje udaljenosti, kutova, smjerova i drugih prostornih odnosa.
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Predznaci koordinata x, y i z ovise o u kojem se tocka nalazi (osmina prostora koja nastaje
kada koordinatne ravnine podijele prostor — same koordinatne ravnine nisu ni u jednome oktantu, i svaki
je od osam oktanata odreden izborom pozitivnoga ili negativnhoga predznaka pravokutnih koordinata
tocaka):

lx[y[z] | [EXEEES
L + |+ |+ V. + |+ | -
IL. - |+ |+ VL — |+ | -
III. - — |+ VIL - = -
Iv. + | — |+ VIIL + | —| -

Udaljenost dviju tocaka u prostoru. Neka su 7y = (x1,y1,21) 17> = (x2,y2,22) dvije tocke iz
prostora E3, zadane svojim koordinatama u odnosu na neki pravokutni (Kartezijev) koordinatni sustav.
Njihova udaljenost jednaka je duljini vektora 7 7,. Taj vektor ima u zadanom sustavu komponente
(pravokutne koordinate):

Tf xz—xl z+(y2—y1) +(Z2—Zl)7é-

Stoga, za udaljenost zadanih tocaka vrijedi:

d(T1,T2) = |TiTs] = \/ (2 —x1)2 + (y2 = y1)> + (22— 1) 2.1)
Funkcija udaljenosti dviju tocaka u prostoru zadovoljava mnoga vazna svojstva metrike, medu kojima su
Cetiri aksioma metrike, odnosno , , 1tzv.

d(A,B) >0,

(A,B) = 0 ako i samo ako A = B,
d(A,B) =d(B,A), (2.2)
(A,B)+d(B,C)>d(A,C),
za bilo koje A, B, C € E? (aksiom intuitivno govori da putovanje od tocke A do tocke C preko
toCke B ne mozZe biti krae od izravnoga putovanja izmedu tocke A i tocke C).
Takoder, za funkciju udaljenosti dviju to¢aka u prostoru vrijedi Ptolemejeva?® nejednakost. To je

zapravo poopéenje jednog od vaznijih teorema u elementarnoj geometriji (Ptolemejeva teorema?!).
Neka su A, B, C, D bilo koje Cetiri tocke u prostoru E 3. Tada vrijedi nejednakost:

ac+bd > ef, 2.3)

gdjesua=d(A,B),b=d(B,C),c=d(C,D),d=d(D,A),e=d(A,C)if=d(B,D). Jednakost
vrijedi je ABCD tetivni Cetverokut®.

Dijeljenje duZine u zadanom omjeru. Podijeliti duZinu AB u zadanom omjerua : b = A : 1
znaci odrediti tocku P, na toj duZini, takvu da vrijedi:

|AP|: |PB|=a:b=1:1,
§.
AP| = A -|PB|.

Neka su tocke A = (x4,y4,24) i B = (x,y5,2p) iz E> zadane svojim pravokutnim koordinatama.

20 Klaudije Ptolemej (gré. Khavdioc Itohepotoc), gréki matematicar i astronom, oko 85. — oko 165.
21U svakom tetivnom &etverokutu umnoZak duljina dijagonala jednak je zbroju umnoZaka duljina nasuprotnih stranica.
22 Tetivni Getverokut je Getverokut kojem se moe opisati kruZnica.
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AP
Pravokutne koordinate tocke P za koju je :P: = % = A, odredujemo po formulama:
_ bxa+axp  xa+Axp
- a+b 1424
_byatays _yathys 2.4)
a+b 1+ 2
_bzatazp  za+Azp
 a+b  1+A

Dakle, za koordinate poloviSta P duZine AB, koje tu duZinu dijeli u omjeru 1 : 1 (A = 1) vrijedi:

XA+ XB _Yatys Z:ZA+ZB

= 2.
2 2 2 2:5)
ili, u vektorskom zapisu
1— 1
OP = S04+ 5 OB. 2.6)

( 3

Primjer 2.1 Nadi sve tocke P = (x,, z) koje su podjednako udaljene od ovih &etiriju toc¢aka:
A=(1,1,3), B=(1,3,1), C=(3,1,1), D=(1,1,—1).

Rjesenje.
Za trazenu to¢ku P = (x,y, z) vrijedi:

d(A,P) = d(B,P) = d(C,P) =d(D,P),

odnosno:
d*(A,P) =d*(B,P) = d*(C,P) = d*(D,P).

Uvjet d?(A,P) = d?(B, P) ekvivalentan je s:
=1+ =1+ (@=3)" = (= 1)*+(=3)"+ (2= )%,
odnosno:
Y =29+1+2-62+9=y>-6y+9+2°-2z4+1 = [y=z|

Na sli¢an nacin se iz uvjeta d*(A, P) = d*>(C,P) dobiva x =z, dok je uvjet d*(A,P) =
d?(D, P) ekvivalentan s z = 1 . Dakle, vrijediz = I, x=z=1iy=z= L

Stoga, postoji samo jedna to¢ka P = (1,1, 1) koja je podjednako udaljena od svhih zadanih
Cetiriju tocaka.

Geometrijsko znacenje:
Tocka P = (1,1, 1) je srediste sfere koja prolazi kroz sve Cetiri to¢ke A, B, C i D. Polumjer
(radijus) te sfere je 2.
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Koordinate teziSta. Za sustav materijalnih to¢aka M; = (x;,y;,z;) smasama m;, i=1,2,...,n,
u prostoru E* koordinate teZista (centra mase) G = (xg,yc,zc) odredujemo po formulama:

g = Zi=UMixe o Riimyi o Lici il 2.7
Yigmi’ Yigmi Yiim;
Volumen tetraedra (trostrane piramide). Neka su P = (x,y,2), P| = (x1,y1,21), P» =
(x2,¥2,22), P3 = (x3,y3,z3) vrhovi tetraedra, zadani svojim koordinatama u odnosu na neki pravokutni
koordinatni sustav u prostoru E>. Volumen tetraedra s vrhovima P, Py, P i P je:

X=X y—Y1 2—21
VZE\ X—x2 y—y2 z—22|] (2.9)
X—X3 y—y3 2—23

Formula za volumen tetraedra je u suglasju s primjerom 1.6 i zadatkom 1.45.

Ravnina u prostoru E3

Razni oblici jednadzbe ravnine. Neka su u prostoru E3 zadani tocka Ty i vektor 7i # 0. Postoji tocno
jedna ravnina 7t koja je jednoznacno odredena tockom Ty € 7t i vektorom 7 koji je okomit na tu ravninu.
Vektor 7 naziva se vektor normale ravnine 7t (okomit je na svaki vektor koji leZi u ravnini 7t). Uo¢imo
da tada (vidi Sliku 2.1) za svaku to¢ku T prostora E* vrijedi:

[i] ako tocka T lezZi u ravnini 7t, onda je vektor T Ty = 7 — 7y okomit na vektor 7 (ﬁ 17),pa

vrijedi 7 - Tio =n-(F=7y)) =0;
[ii] ako tocka T ne leZi u ravnini 7t, onda vektor T fo nije okomit na vektor 7, a niti je nul-vektor, pa
morabitizi- TTy =7 - (F—7o) # 0.

Slika 2.1: Ravnina je odredena jednom to¢kom i vektorom normale.
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Nije teSko uociti kako gornje tvrdnje vrijede i u slu€aju kada je T = Ty, jer je tada ﬁ = 0. Dakle,
jednadzba

n-TTy=20 (2.9)

tocke prostora £ na nacin da sve one tocke prostora £ koje leZe u ravnini 7t zadovoljavaju tu
jednadzbu, dok nijedna od preostalih to¢aka prostora E> ne zadovoljava tu jednadzbu, pa tu jednadzbu
nazivamo osnovnim oblikom jednadZbe ravnine 7t. NapiSemo li vektor T Ty kao razliku radij—vektora,
ﬁo =7 — 7o, jednadzba (2.9) poprimit e oblik:

S

(F—79) =0 (2.10)

koji se naziva opci vektorski oblik jednadZbe ravnine 7t.
Ako pretpostavimo da je vektor normale ravnine 7t jedini¢ni vektor 7o, i ako 7 - 7o oznacimo sa &,
tj. 0 = Hy - Fo, tada prethodni izraz, odnosno jednadzba (2.10), poprima oblik:

flg-7—0=0 (2.11)
odnosno, u koordinatnom obliku
xcosa+ycosf+zcosy—86=0 (2.12)

koji se naziva normalni ili Hesseov? oblik jednadzbe ravnine 7t (o, 8,y su prikloni kutovi vektora 7,
tj. kutovi koje taj vektor redom zatvara s vektorima 7, i k, te vrijedi 7o = cos ai +cos B ]+ cos yk).
Dodatno, jednadzba (2.12) je dabitocka T = (x,y,z) leZala u ravnini 7t!

Ako su elementi osnovnog oblika jednadZbe ravnine 7t zadani skalarno sa 71 = Al + 37 + Ck,
To = (x0,¥0,20) 1 T = (x,y,z), onda imamo:

-

TTy= (x—x0)i+ (y—yo)j+ (z—20)k,
pa jednadzba ravnine 7t poprima oblik
A(x—x0) +B(y—yo) +C(z—20) =0, (2.13)
koji se naziva skalarna jednadZba ravnine 7t. Raspisivanjem jednadZbe (2.13) dobivamo:
Ax+By+Cz—Axg—Byg—Cz0 =0,
pauz oznaku D = —Ax( — By — Czo, jednadzba ravnine 7t postaje**
Ax+By+Cz+D =0, (2.14)

Sto se naziva opci skalarni oblik jednadZbe ravnine 7t. Dakle, svaka jednadzba s tri nepoznanice

predstavlja jednadZbu neke ravnine u prostoru E3. Sve jednadbe koje se mogu dobiti iz jednadzbe

ravnine (2.14) njezinim mnoZenjem brojem razlicitim od nule predstavljaju istu ravninu. Dakle, ravnine

My ...A1x+B1y+Ciz+D; =0im...Apx+Byy+Coz+ Dy =01z E3su medusobno jednake,
e:

: Ay By C Dy

Ai B C Dy

A, AeR\{0}.

23 Ludwig Otto Hesse, njemacki matematicar, 1811.—1874.
24 Koeficijent D u opéem skalarnom obliku jednadzbe ravnine Ax + By + Cz + D = 0 zove se konstanta ravnine.
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T

Slika 2.2: Ravnina je odredena odsje¢cima m, n i k na koordinatnim osima (m,n,k # 0).

Nadalje, svaki vektor kolinearan s vektorom 7 = (A, B, C) je takoder okomit na ravninu odredenu
jednadzbom (2.14), tj. opravdano je smatrati ga vektorom normale ravnine 7t. Dodatno, za priklone
kutove vektora 7 = (A, B, C) vrijedi:

A B C
cosot = ————, cosf = ————, CosSy=——————.
JAIIB 1 C JATIB 1 C VAT B C?
Ravnina 7t...AX 4+ BY + Cz +D = 0 prolazi ishodiStem koordinatnog sustava akko je D = 0! Ako
jeA=0 tada jen= Bj j+C k, te je vektor 7 komplanaran s vektorima ] i k, odnosno normalan
na os apscisa, pa je ravnina 7t. .. By + Cz + D = 0 paralelna s osi apscisa. Analogno zaklju¢ujemo
kako je za B = O ravnina 7t...Ax 4+ Cz + D = 0 paralelna s osi ordinata, a za C = 0 da je ravnina
7...Ax + By + D = 0 paralelna s osi aplikata. Ako su svi koeficijenti u opcoj skalarnoj jednadzbi
ravnine razliciti od nule, tada moZemo odrediti i segmentni oblik jednadzbe ravnine 7t, na nacin da se
opc¢i skalarni oblik jednadZbe ravnine, odnosno jednadzba (2.14), podijeli s —D:

Ax By Cz b y Z
+7+——1_0 = —FpHt+t—Fp5t+t—F5=1
-D -D -2 B ¢
Uvodenjem odgovarajucih oznaka, jednadzba ravnine 7t poprima oblik:
RAVIR AT (2.15)
m n k

koji se naziva segmentni oblik jednadzbe ravnine 7t. Brojevi m, n i k (m,n,k # 0) predstavljaju
odsjecke Sto ih ravnina 7t odsijeca na koordinatnim osima. JednadZbu neke ravnine 7t moZemo napisati u
segementnom obliku akko ta ravnina ne prolazi ishodiStem koordinatnog sustava.
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Primjer 2.2 Zadane su tocke T} = (0,—1,3) i T, = (1,3,5). Napisati u opéem vektorskom
i opem skalarnom obliku jednadZbu ravnine 7t koja prolazi kroz to¢ku 77 i normalna je na
vektor T T5.

RjeSenje.
Vektor normale traZene ravnine je:

?l - TliZ = (17472)7
a vektor polozaja zadane tocke T je:
71=(0,-1,3) = 7#n-7 =2

Opci vektorski oblik jednadZzbe traZene ravnine je (77 € 7):

S

((F—F1)=0

odnosno

(i+4]+2k)-7—2=0.

Ako u posljednju jednadZbu umjesto vektora 7 uvrstimo njegove koordinate (x,y,z), tj.

F=xi+ y ] + zk, nakon sredivanja dobivamo jednadZbu traZene ravnine u opcem skalarnom
obliku:

mT...x+4y+2z-2=0|

Jednadzba ravnine kroz tri tocke. Neka su u prostoru E 3 zadane tri nekolinearne tocke: Ty =
(x1,v1,21), T» = (x2,¥2,22) 1 T3 = (x3,y3,23). Postoji tofno jedna ravnina 7t koja je potpuno
odredena s ove tri nekolinearne tocke. Neka je 7 = (x,y,z) bilo koja tocka koja ¢e pripadati to !

ravnini. Ako leZe u istoj ravnini tocke 7', Ty, T> i T3 su komplanarne pa su i vektori 77 f ITyiT,
komplanarni, te njihov mjeSoviti produkt iScezava, tj. mora vrijediti:

(ﬁ X ﬁ) : ﬁ =0
odnosno

X —X] y—Yi Z—172
X2—x1 y2—y1 z22—21| =0, (2.16)
X3 —X1 Y3—Y1 23—21

ili u ekvivalentnom obliku, ali preglednije (dokaz ostavljamo Citatelju za vjezbu)

x y z 1
xtoyroz 1) 0 2.17)
x2 y2 22 1
x3 y3 z3 1

Relacije (2.16) i (2.17) nazivamo jednadZbama ravnine kroz tri tocke.
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JednadZba ravnine kroz dvije tocke, paralelna pravcu. Neka su u prostoru £3 zadane dvije
tocke T = (x1,y1,21) 1 T2 = (x2,¥2,22), te pravac p s vektorom smjera s, = (I, m,n). Postoji tocno
jedna ravnina 7t koja je odredena to¢kama 77,7, € 7t i pravcem p, s vektorom smjera
S, = (I,m,n), koji je paralelan toj ravnini. Za jednadZbu te ravnine 7t vrijedi:

X —X1 y—yi Z2—21
Xo—x1 y2—y1 22—21|=0. (2.18)
l m n

Jednadzba ravnine kroz jednu to¢ku, paralelna s dva pravca. Neka su u prostoru E> zadani
jedna to¢ke T} = (x1,y1,z1) i dva pravca p; i p s vektorima smjera §; = (I1,my,n;) i 55 =
(Ip,my,ny). Postoji to¢no jedna ravnina 7t koja je odredena tockom 77 € 7t i pravcima pj,
P2, s vektorom smjera s = (I1,my,n;) iy = (I, ma,ny), koji su paralelni toj ravnini. Za jednadzbu
te ravnine 7t vrijedi:

X—=X1 y=y1 2—121
[y mi ny | =0. (2.19)
I mo ny

JednadZbe ravnina kroz presje¢nicu dviju ravnina. Neka su u prostoru E> zadane dvije
ravnine 7ty ... A1 x+B1y+Ciz+D; =01m...Ayx+ Byy+ Coz+ Dy = 0. Dvije ravnine (u
opéem poloZaju) sijeku se duz jednog pravca, tzv. presjecnice. Uvjet za to je da njihovi vektori normala
iy = (A1,B1,Cy) i7iy = (A, B, Cy) ne budu kolinearni. Postoji beskonaéno mnogo ravnina (familija
ravnina) koje prolaze kroz presjecnicu ravnina 7t i 715. Za jednadzbe tih ravnina vrijedi:

Aix+B1y+Ciz+ D1+ A(Ayx+Byy+Coz+ D) =0 (A €R). (2.20)

JednadZba (2.20) u biti predstavlja jednadzbu pramena (sveska) ravnina. Ako se A mijenja od —eo do
+ oo dobivamo sve ravnine pramena. Pri A = +1 dobivamo jednadZbe (dviju) ravnina koje raspolavljaju
(polove) kutove medu zadanim ravninama. Tri ravnine u prostoru E3 pripadaju istom pramenu
vrijedi:
(7i1,72,73) =0,

gdje su 71y, 7 1 i3 vektori normala tih ravnina.

Snop (sveZzanj) ravnina. Snop (sveZanj) ravnina u prostoru E? je skup svih ravnina u tom prostoru
koje prolaze istom (zadanom) tockom Ty, tzv. vrhom snopa ravnina. Neka je 7 radij—vektor tocke 7.
Onda je, uz vektor 7,

i (F—TFy) =0 (2.21)

JjednadZba snopa (sveZnja) ravnina.
Koordinate sjecita triju ravnina u prostoru E3, zadanih jednadzbama
... A1x+Byy+Ciz+D; =0,
T ... Aox+Boy+Crz+ D> =0, ()
3 ... A3x+ B3y +C3z+D3 =0,
racunaju se prema formulama:
—A, —A, —A,

A ) yOZTa 20 =

(2.22)

X0 =
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gdje su
Ay By C D) By C
A=Ay, By (3, Ay =Dy By (3,
Az B3 Cj D; B3 Cj (2.23)
Ay Dy C Ay B; D
Ay=1Ay Dy (o, A, =1|Ay By D
Az D3 C3 A3 B3z Ds3

Dakle, tri ravnine (&) u prostoru E3 sijeku se u jednoj tocki Ty = (xo,y0,20) ako je A # 0. Ako
je A =01 ako je njezina poddeterminanta drugog reda razli¢ita od nule, ravnine (&)
su paralelne nekom pravcu. Ako su u determinanti A njezine poddeterminante drugog reda = 0,
ravnine (&) prolaze kroz (jedan) zajednicki pravac. (Pojmovi determinante i njezine poddeterminante
definirani su u poglavlju Matrice i determinante.)

Cetiri ravnine u prostoru E3, zadane jednadZbama

... Aix+B1y+Ciz+D; =0,
T ... Aox+ Byy+Coz+ Dy =0, (#)
m3...A3x+ B3y+Csz+ D3 =0,
Ty ... Aax+ Bgy+ Caz+ Dy =0,

prolaze istom tockom Tj ako vrijedi:

Ay By Ci D
A — Ay By, C, Dy
® A, By C;3 D
Ay By C4 Dy

=0. (2.24)

U ovom slucaju (Age = 0) zajednicku tocku Ty = (xo,y0,20) € E 3 Zetiri ravnine (*) odredujemo

kao sjeciste od Cetiri ravnine (*). Dakle, u tom je slucaju jedna od jednadzbi (*) suvisna,
odnosno ona je posljedica triju ostalih.

Kut izmedu dviju ravnina. Neka su u prostoru £ 3 zadane dvijeravnine 7ty ... A x+B1y+Ciz+

Dy =0im,...Ayx+ Byy+ Crz+ Dy = 0. Kut izmedu ravnina 7ty i 715, odnosno ¢ = Z(7ty,73),

odreden je kutom izmedu vektora normala 71| i 7i ovih ravnina, i kosinus tog kuta ratunamo po formuli:

cos @ ?1'?2 _ A1A2+B 1B, +C (s . (2.25)

il Az By 3\ JA3 4 B3+ G

odnosno (pod kutom ¢ = (71, 73 ) razumijevamo mjerni broj manjeg od dvaju suplementarnih kutova
koje zatvaraju ravnine 7t 1 71)

|ﬁ1'ﬁ2| _ |A1A2+Ble+C1C2|
il 4y B+ Ch\ a3+ B3+ C

cos @ = (2.26)

Uvjet okomitosti dviju ravnina. Iz posljednje formule neposredno ¢itamo
uvjet za okomitost dviju ravnina iz prostora E3. Ravnine 71 ...A1x + Biy+Ciz+D; =01
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... Aox+Byy+Coz+Dr=0iz E 3 su medusobno okomite ako za koordinate vektora normala 7
i 7ip ovih ravnina vrijedi:

AlAr+B 1B, +CCy =0, (2.27)

ili u vektorskom obliku, ako vrijedi 71 - 71, = 0.

Uvjet paralelnosti dviju ravnina. Ravnine 7t .. . Ajx+B;y+Ciz+D; =0im...Axx+
Byy+Cyz+Dy =01z E 3 su medusobno paralelne ako za koordinate vektora normala 7| i 7ip ovih
ravnina vrijedi:

A1:A2231232:C12C2:7L, AER\{O}, (2.28)

ili u vektorskom obliku, ako vrijedi 7| X 7ip = 0.

Udaljenost tocke od ravnine. Neka su u prostoru £ zadani neka ravnina 7t. . . Ax + By + Cz +
D =0inekatocka T} = (x1,y1,21) & 7. Udaljenost tocke T do ravnine 7t jednaka je udaljenosti tocke
Ty do njezine ortogonalne projekeije 7 = (x},y!,z}) na ravninu 7t. Ovu udaljenost dobivamo tako
da u normalnoj jednadzbi (2.12) te ravnine 7t zamijenimo nepoznanice x, y i z redom s odgovaraju¢im
koordinatama tocke T} (x1,y1,z1). Dobiveni broj predstavlja trazenu udaljenost, tj. vrijedi:

d(Ty,m) =x;cosa+yjcosf+zicosy—9, (2.29)

Nije tesko zakljuciti kako ¢e ta udaljenost biti pozitivna ili negativna, ve¢ prema tome jesu li tocke 77 i O
(ishodiste koordinatnog sustava) s raznih strana ili s iste strane ravnine 7t. Nadalje, ocito je kako za bilo
koju tocku T € 7 vrijedi d(Tp, ) = 0.

Iz poznate veze izmedu opéega skalarnoga (2.14) i normalnoga oblika jednadZbe (2.12) ravnine 7r,
udaljenost neke tocke Ty = (x1,y1,21) (iz prostora E 3) do ravnine 7 moZemo iskazati i u obliku (uz
uvjet da je D # 0):%

Ax;+By; +Cz1+D _ |Axi + By +Cz1 +D|
(—sgnD)VA?+ B? + C? VAZ+B2+CZ

Dodatno, ako je Ty = (x¢,y0,z0) proizvoljna tocka zadane ravnine 7t...Ax+ By +Cz+ D = 0,
udaljenost neke tocke 7T = (x1,y1,z1) do ravnine 7t se moZe dobiti i s pomocu formule:

d(Tl,T[) =

& |d(Th,m)|

(2.30)

ToTh - 1|

d(TbT[): ‘ (ﬁ:(xl—xo,h—)’O,Zl—ZO)v ﬁ:(A>B7C)> (231)

7|

Udaljenost dviju paralelnih ravnina. Neka su u prostoru E3 zadane dvije paralelne ravnine
my...Ax+By+Cz4+ D1 =0im,...Ax+ By+ Cz+ D, = 0. Udaljenost dviju paralelnih ravnina
711 1 715 ra¢unamo po formuli:

D1 — Ds|
VAT B2+ C?
Nije teSko uociti kako se udaljenost dviju paralelnih ravnina moZe definirati kao udaljenost bilo koje
toCke s jedne ravnine do druge ravnine. Nadalje, ako se dvije ravnine sijeku, udaljenost im je nula.

d(my,m) = (2.32)

-1, x <0,
25 Funkcija signum (predznak) ozna¢ava se simbolom sgn i Vx € R definira formulom sgn(x) = { 0, x =0,

1, x>0.
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7

Primjer 2.3 Odrediti jednadZbu ravnine koja je odredena s tri to¢ke T} = (1,—1,2),
T, =(2,1,2)iT3 = (1,1,4). Zatim, odrediti udaljenost tocke M = (2,3,5) od te ravnine.

Rjesenje.

Uvrstavanjem koordinata zadanih to€aka u jednadzbu (2.16) dobivamo:
x—1 y+1 z-2
2—1 141 2-2|=0 < 4(x—1)+2(z—-2)-2(y+1)=0,
1-1 1+1 4-2

odnosno

m...4x—2y+2z—10=0|.

Dakle, vektor normale ove ravnine je 71 = (4, —2,2). Sada, prema formuli (2.30) za udal-
jenost tocke od ravnine, vrijedi:

4.2-2:3+2.5-10 V6
+/42+(-2)2+22 6

d=d(M,n)

Primjer 2.4 Napisati jednadZbu ravnine koja prolazi kroz tocku 7 = (2,5, —3) i presjecnicu
ravnina 7ty ...3x—y—2z—5=0 1 mp...x+2z=0.

Rjesenje.
TraZena ravnina pripada pramenu ravnina koji je odreden ravninama 7t i 71o. Jednadzba tog
pramena je:

3x—y—z—-54+A(x+2z) =0 (A €R).

U ovu jednadZbu uvrStavamo koordinate zadane tocke 7', pa vrijedi:

6-5+3-5+A(2-6)=0 = A=-7.

Sada dobivenu vrijednost parametra A “vratamo” u jednadZbu pramena:

1
3x—y—z—5—Z(x+21):0,

te nakon sredivanja dobivamo opéu jednadZbu traZene ravnine u skalarnom obliku:

m... 11x—4y—62—20=0|.
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Pravac u prostoru E?

Razni oblici jednadZzbe pravca. Neka su u prostoru E3 zadani to¢ka Ty i vektor § # 0. Postoji tocno
jedan pravac p koji je jednoznacno odreden tockom Tj € p i vektorom § koji je paralelan s tim pravcem.
Vektor § naziva se vektor smjera pravca p (kolinearan je sa svakim drugim vektorom koji leZi na pravcu
p)- Uocimo da tada (vidi Sliku 2.3) za svaku tocku T prostora £ 3 vrijedi:
[i] ako tocka T lezi na pravcu p, onda je vektor T'Ty = 7 — 7 kolinearan s vektorom , pa vrijedi
TTy=As,odnosno 7 —7p = As (A € R);
[ii] ako tocka T ne lezi na pravcu p, onda vektor YTT% nije kolinearan s vektorom s, pa mora biti
TTy £ A%.

p \

Slika 2.3: Pravac je odreden jednom tockom i vektorom smjera.

Nije teSko uociti kako gornje tvrdnje vrijede i u slu€aju kada je T = Ty, jer je tada ﬁ = 0. Dakle,
jednadzba

TTyp=A3 (A €R) (2.33)

razlikuje tocke prostora E3 na nacin da sve one tocke prostora E° koje leZe na pravcu p zadovoljavaju tu
jednadzbu, dok nijedna od preostalih to¢aka prostora E> ne zadovoljava tu jednadzbu, pa tu jednadzbu
nazivamo osnovnim oblikom jednadzbe pravca p. NapiSemo li vektor T T kao razliku radij—vektora,
m =7 — 7o, jednadZba (2.33) poprimit e oblik:

F=To+ A5 (1 €R) (2.34)

koji se naziva vektorski oblik parametarske jednadzbe pravca p.
Ako su, u odnosu na zadani pravokutni koordinatni sustav (O;
7o = (x0,¥0,20) = To, = (I,m,n), iz (2.34) dobivamo tri jednadzbe:

x=x0+ Al
y=yo+Am, A € R, (2.35)
z=2z0+An

koje predstavljaju skalarni oblik parametarske jednadzbe pravca p.
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Ako su sve komponente vektora  razlicite od nule, parametar A € R se moZe eliminirati, pa iz (2.35)

dobivamo tzv. kanonske jednadzbe pravca p (ili kanonski zapis pravca p):

X—X0 Y—)Yo _2—20
l m no

(2.36)

na tom pravcu.
Rjesenje.

dobivamo kanonske jednadZbe pravca p koji je njima jednoznacno odreden:

zadane tocke Tj i zadanoga vektora s u sustav jednadzbi (2.35). Vrijedi:

x=5-21
p...yy=1431, A €R.
7=2+21

pravca. Dakle, imamo:

] A H X \ y \ Z H Tocka ‘
1 4 4 4 A=(4,4,4)
—1 6 -2 0 B=(6,-2,0)
2 3 7 6 C=(3,7,6)
) 7 5 ) D=(7,-5,-2)

Primjer 2.5 Napisati kanonske i skalarne parametarske jednadZbe pravca koji prolazi kroz
tocku Tp = (5,1,2) i paralelan je vektoru s = (—1,3,2). Zatim, odrediti nekoliko to¢aka

Uvrstavanjem koordinata zadane tocke Ty i zadanoga vektora s u sustav jednadzbi (2.36)

Skalarne parametarske jednadZbe traZenog pravaca dobit ¢emo uvrStavanjem koordinata

Sada je, za dobiti nekoliko tocaka na pravcu p, dovoljno dodijeliti nekoliko, po volji odabranih,
razli¢itih vrijednosti realnom parametru A, koriste¢i skalarne parametarske jednadzbe ovog

7

Napomenimo kako je uobicajeno sluziti se zaipisom (2.36) i u slucajevima kad su neke
komponente vektora § jednake nuli. Drugim rije¢ima kanonske jednadZbe pravca ne treba shvadati

strogo kao jednakost triju razlomaka. Tako na primjer, zapisom

x=2 y—1 z+42

30 -1

smatramo da je odreden pravac koji prolazi tockom Ty = (2,1, —2) a ima vektor smjera §

y—1 . . S . -
Izraz predstavlja samo formalni zapis, i interpretiramo ga na nacin:

! y mora biti jednak 1.

—

k.
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I zaista, svaka tocka ovoga pravca ima ordinatu jednaku 1.

‘m

Nadalje, Cesto se za vektor smjera s promatranog pravca uzima pripadajuci jedini¢ni vektor 5o =

“l

Tada zapis (2.36) poprima oblik:

X—X0 _Y—Yo _<Z—X0
cosa cosf3  cosy’

(2.37)

gdje su o, B i y prikloni kutovi vektora §, pa mora vrijediti cos? & + cos?  +cos?y = 1.
JednadZba pravca kroz dvije tocke. Temeljno svojstvo svakog pravca u prostoru E* jest da
je posve odreden sa bilo koje dvije razlicite tocke tog prostora. To nacelo potjece jos iz anticke grcke

geometrije, a najéesée se pripisuje Euklidu?®. U njegovom djelu , koje je temelj zapadne
geometrije, ova tvrdnja nije izreCena kao , ali se koristi kao temeljna intuitivna istina. Neka su
u prostoru E3 zadane dvije razlicite tocke Ty = (x1,y1,21) i T» = (x2,Y2,22). Postoji toéno jedan
pravac p koji je odreden tockama T, T, € p. Taj e pravac imati smjer kao vektor

S=T\Th =77

pa prema (2.34) imamo
7":71—%1(72—71) (AGR),

odnosno
F=(1-A2)F1+A% (A €R), (2.38)

1to je vektorski oblik parametarske jednadZbe pravca kroz dvije zadane tocke. Ako jednadzbu (2.38)
zapiSemo koordinatno, tj. u obliku:

x=(1=2)x;+Ax;
y=(1=2A)yi+Ay, A €R, (2.39)
z=(1-A)z1+ Az

dobivamo skalarni oblik parametarske jednadzbe pravca kroz dvije zadane tocke u prostoru E3.
Konac¢no, eliminacijom realnog parametra A iz (2.39), dobivamo
X—& _y—y1 2T
X2=X1 2=y 22—

(2.40)

i to su kanonske jednadzbe pravca kroz dvije tocke u E3.

Pravac kao presjecnica dviju ravnina. Ako u prostoru E3 dvije ravnine 71| i 71, nisu paralelne,
onda one jednozna¢no odreduju pravac p. Dakle, svaki pravac u prostoru E3 moZe se zadati kao presjek
dviju razlicitih neparalelnih ravnina, tj. analiticki je odreden linearnim sustavom dviju linearno nezavisnih
(realnih) jednadZbi s tri nepoznanice, od kojih svaka predstavlja jednu ravninu u prostoru:

A B C D=0
{ 1(x+B1y+Ciz+ D (2.41)

Ax+Boy+Coz+Dy=0"

26 Euklid (gré. Evxheldnc), gréki matematicar, oko 330. prije Krista — oko 275. prije Krista.
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gdje, ocito, mora biti ispunjeno
AliBlicl#Azthi(:z, (2.42)

jer bi u protivnom ravnine (2.41) bile paralelne i ne bi odredivale pravac. Sustav (2.41), uz uvjet (2.42),
nazivamo opce jednadZbe pravca.

Snop pravaca. Snop pravaca u prostoru E* je skup svih pravaca u tom prostoru koji prolaze nekom
&vrstom tockom Ty € E3, tzv. vrhom snopa pravaca.

Pramen pravaca. Pramen pravaca u prostoru E? je skup svih pravaca u tom prostoru koji prolaze
nekom &vrstom tockom Ty € E? i leZe u jednoj te istoj ravnini koja prolazi kroz tocku 7.

Kut izmedu dva pravca. Neka su u prostoru E> zadana dva pravca p; i p, koji za vektore smjera
imaju vektore 51 = lff+ mJ + nJé 1Sy = lﬁ+ mﬁ + nzz. Kut izmedu pravaca p; i p», oznaen s
¢ = Z(p1, p2), definiran je kao manji od dvaju suplementarnih kutova?®’

Z($1,82) 1 Z(S1,—3$2).
Kosinus toga kuta racuna se po formuli:

[S1-32] _ |11, +mymy + nyny|
511152 \/l%+m%+n%\/1§+m§+n§

COS @ = (2.43)

Uvjet okomitosti’® dvaju pravaca. 1z posljednje formule neposredno &itamo
uvjet za okomltost dvaju pravaca iz prostora E3. PraV01 p1i pa iz E3, koji za vektore smjera imaju
vektore s = [ i+ nmy ] +n ki S = lzz +myj+ nzk medusobno su okomiti ako za koordinate vektora
smjera $1 i $, ovih pravaca vrijedi:

Lily+mymy+niny =0, (2.44)

ili u vektorskom obliku, ako vrijedi § - 5, = 0.
Uvjet paralelnosti*® dvaju pravaca. Pravci p i p, iz E3 (oznake iste kao gore) medusobno su
paralelni ako za koordinate vektora smjera s| i §, ovih pravaca vrijedi:

Lh:bh=m :my=n;:ny=~4A, A eR\ {0}, (2.45)

ili u vektorskom obliku, ako vrijedi 31 x 3, = 0.

Udaljenost tocke od pravca. Neka su u prostoru E3 zadani neki pravac p odreden tockom Ty € p
i vektorom smijera 3 # 0, te neka tocka T} = (x1,¥1,21) € p- Udaljenost tocke T} do pravca p jednaka
je udaljenosti tocke T do njezine ortogonalne projekcije 7 = (x|, y},z}) na pravac p, tj. vrijedi:

/ /
d:d(Tlap) :d(TlaTl) = |T1T1’-

Nije tesko uoditi (vidi Sliku 2.4) kako je udaljenost neke tocke 7 = (x1,y1,21) € E 3T ¢ p, od
pravca p u biti jednaka iznosu visine paralelograma kojeg razapinju vektori 7y 77 i 5. Buduéi povrsinu

27 Kut izmedu dva pravca u prostoru E3 je po definiciji ili
28 Okomiti pravci se mogu sjeéi, ali mogu biti i odnosno .
29 Paralelni pravci mogu, ali ne moraju leZati jedan na drugom. Oba leZe u istoj ravnini.
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z

p

Slika 2.4: Udaljenost to¢ke do pravca.

tog paralelograma moZemo odrediti na : pomocu vektorskog produkta (umnoska) dviju
njegovih stranica (to su vektori Ty T} i3), te kao umnozak duljine njegove visine i duljine njegove
osnovice (to su d i [$|), za udaljenost tocke T od pravca p ocito vrijedi:

T -
g — 1ToT1 < 5| (2.46)
3
Ako je pravac p zadan jednadZbama (2.36), udaljenost tocke Ty = (x1,y1,21) € E* od
njega moZemo odrediti po formuli:
2 Lo —x0)m— (y1 —yo) 1"+ [(31 = yo)n — (21 —20)m]” + [(z1 — 20)L = (x1 —x0)n]”
2 2442 :
[“+m*+n (2.47)

Najkraca udaljenost dvaju mimoilaznih (mimosmjernih) pravaca. Za svaka dva pravca u
prostoru E? sigurno je zadovoljen jedan od moguéa Cetiri slucaja:
[i] pravci se sijeku u jednoj tocki;
[ii] pravci su paralelni i preklapaju se, tj. sijeku se u e mnogo tocaka;
[iii] pravci su paralelni i ne preklapaju se, tj. nemaju zajednickih tocaka;
[iv] pravci su mimoilazni, tj. niti su paralelni niti imaju zajednickih tocaka.

U slucajevima [i] i [ii] udaljenost izmedu njih je jednaka nuli. Ako su u prostoru E3 dva pravca
p1 1 p2 zadana kanonskim jednadzbama (2.36), najkracu udaljenost medu njima moZemo izracunati
prema formuli (uzimamo +, ako vektori (77 72,51,51) u tom redoslijedu ¢ine desnu trojku):

X2—X1 Y2—Y1 22—21
+ I mi ni
I my na

d=d(p1,p2) = (2.43)

\/(l%+m%+”%)(15+m%+”%) — (il +mimy +niny)?
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Kada determinanta u brojniku gornjeg izraza postane jednaka nuli, ispunjen je uvjet presijecanja
dvaju pravaca u prostoru E>. Dodatno je:

X2 —X1 Y2—)Y1I 22—21
l] mi ni :0, (2.49)
I mo no

nuzdan i dovoljan uvjet da bi dva pravca u prostoru E> leZala u istoj ravnini, tj.

Medusobni poloZaj pravaca i ravnina u prostoru E3

Kut izmedu pravca i ravnine. Promatramo li odnos pravca i ravnine u prostoru E3 sigurno ée
vrijediti jedan od moguca tri slucaja:

[i] pravac moZe lezati Citav u zadanoj ravnini (s ravninom ima zajednickih tocaka);
[ii] moZe s njom imati zajednicku tocku;
[iii] ili s njom ne imati zajednicku tocku.

U slu€ajevima [i] i [iii] pravac je paralelan s ravninom. Kut izmedu pravca i ravnine u prostoru
E? definira se kao kut izmedu pravca i njegove ortogonalne projekcije na tu ravninu. Primijetimo
kako smo tako kut izmedu pravca i ravnine sveli na kut izmedu dva pravaca koji je definiran
formulom (2.43), i kako je zbog toga taj kut uvijek
Neka su u prostoru E? zadani pravac p i ravnina 7t. Razabiremo odmah kako je kut { = 2 (p, 7)
od svih kutova Sto ga zatvara vektor smjera pravca p s bilo kojim vektorom koji lezi u
ravnini 7t. U biti je kut 1 kuta $to ga zatvara vektor smjera s pravca p s vektorom
normale 7 ravnine 71, odnosno vrijedi:

P =2Z(p,m) =90°— £(5,71)) =90°—0 = sinp =sin(90°—0) =cosH. (2.50)

. .. . . X—x - Z—z
Dakle, ako je pravac p zadan svojim kanonskim zapisom 0_Y7Yo 0

, 1 ako je ravnina
m n
7t zadana svojom opéom skalarnom jednadZbom Ax + By 4+ Cz+ D = 0, za kut izmedu pravca p i
ravnine 7t vrijedi formula:

|Al + Bm + Cn|
VAZ+ B2+ CVIE +m2 +n?

5 -
8]

Uvjet paralelnosti pravca i ravnine. Pravac p i ravnina 7t iz E* medusobno su paralelni ako
je ¥ = 0. Dakle, iz posljednje formule neposredno ¢itamo uvjet za paralelnost
pravca i ravnine iz prostora E3 (oznake iste kao gore):

S S

sin = 2.51)

Al+Bm+Cn =0, (2.52)

ili u vektorskom obliku s - 71 = 0.
Uvjet okomitosti pravca i ravnine. Pravac p i ravnina iz E3 (oznake iste kao gore) medusobno
su okomiti ako za koordinate vektora smjera s pravca p i vektora normale 7 ravnine 7t vrijedi:

A:l=B:m=C:n=24, A R\ {0}, (2.53)

ili u vektorskom obliku, ako vrijedi s x 71 = 0.
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{ '

Primjer 2.6 Naci kut izmedu pravca

x+1 'y z-3
T2 36
iravnine 7t...10x4+2y — 11z = 3.
Rjesenje.
Vektor normale zadane ravnine 7t je:
n=(10,2,—11),
a vektor smjera zadanog pravca p je:
5=(2,3,6).
Dakle, za trazeni kut p = Z(p, ) vrijedi:
. |57 |Al + Bm + Cn| |20+ 6 — 66|
sinp = ——— = =
SllA] VAT + B2+ C2VI2 4 m?+n?  V100+4+121v/4+9+36

| —40|
157

8
= = ~22,39° .
21 b
|

. 7

Presjek pravca i ravnine. U opéem sludaju pravac u prostoru E3 ée sijeéi ravninu u jednoj
tocki, dok u posebnom slucaju pravac moze lezati u ravnini. Tocku presjeka pravca i ravnine
u prostoru E>, odnosno sjeciste (probodiste ili prodor) pravca i ravnine, najlak$e odredujemo
(pronalazimo) koriStenjem parametarskih jednadzbi pravca u skalarnom obliku (2.35). Dakle,
napisemo li parametarske jednadzbe (skalarni oblik) zadanaog pravca p u prostoru E>:

x=x0+Al, y=yo+Am, z=2z0+An, AER,

i zamijenimo li njima vrijednosti x, y, z u jednadzbi zadane ravnine 7, odnosno uvrstimo li ih u op¢i
skalarni oblik jednadZbe ravnine (2.14), dobivamo linearanu jednadZzbu s jednom nepoznanicom,
parametrom A € R, koju je lako rijesiti, odnosno iz koje je jednostavno odrediti realni parametar
A a samim tim i koordinate sjecista (presjeka) zadanog pravca p sa zadanom ravninom 7t (vidi
Zadatak 2.38 ili Zadatak 2.89).

X — X0

Nadalje, ako nam je pravac p u prostoru E3 zadan svojim kanonskim zapisom p . .. =

l
Yoo _ <7 ZO, i ako je ravnina 7t zadana svojom opéom skalarnom jednadZbom 7t...Ax + By +

m n
Cz+ D = 0, tada za koordinate njihovog sjecista P vrijedi:

xp=xo—pl, yp =yo—pm, p =20 — PN, (2.54)
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gdje je

_Ax0+By0+CZo+D
- Al+Bm+Cn

(2.55)

Ako je Al +Bm+ Cn # 0 pravac p i ravnina 7 se sijeku u jednoj tocki. Nadalje, u slucaju da je
Al4+Bm+Cn=01Axy+ Byo+ Czop+ D # 0 zadani pravac p je paralelan ravnini 7, a tocka
To = (x0,Y0,20) € p leZi izvan ravnine 7t, pa zadani pravac i ravnina nemaju zajednickih tocaka.
Konacno, ako je Al +Bm+Cn =01 Axo+ Byo + Czo + D = 0 zadani pravac p je paralelan
zadanoj ravnini 7t, a to¢ka To = (xo,y0,z0) € p leZi u toj ravnini. Dakle, pravac p leZi u ravnini 7t
(s ravninom ima e mnogo zajednickih tocaka).

1z posljednje diskusije neposredno ¢itamo nuzdan i dovoljan uvjet da pravac p lezi u ravnini 7t
(oznake iste kao gore):

Al+Bm+Cn=0 i Axp+Bypo+Czp+D =0. (2.56)

{ 3

Primjer 2.7 Odrediti sjeciSte pravca

iravnine 7t...3x —y+2z—4 =0.

Rjesenje.
Vektor normale i1 konstanta zadane ravnine 7t su:

n=(3,—-1,2), D=—4,
a vektor smjera i tocka Ty zadanog pravca p su:
$=(-2,1,2), To=(0,—1,1).
Dakle, prema formuli (2.55) vrijedi:
_0+1+2-4 _;1: 1

T —6-1+4 -3 3

Stoga, za koordinate trazenog sjecista P vrijedi:
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Zadaci

Zadatak 2.1 Naéi jednadzbu ravnine koja prolazi kroz tocke A = (1,2,0), B = (—2,1,-3) i
C=(3,4,-2).

Rjesenje.
Prema formuli (2.16), jednadZba ravnine kroz tri tocke je:
x—1 y—-2 z-0
-3 -1 -3 | =0,
2 2 -2
odakle, nakon razvijanja determinante (vidi odjeljak 3.5), slijedi:

x(246)+y(—6—-6)+z(—6+2)+16=0,

odnosno

‘71...2x—3y—z+4:0‘.

|
Zadatak 2.2 Napisati jednadzbu ravnine koja sadrzi to¢ku 7 = (—2, 1, 3) i okomita je na vektor
n=(1,2,7).

RjeSenje.
Bududi su nam poznati jedna tocka ravnine i neki vektor koji je na nju okomit (normalan) dovoljno
je u opci skalarni oblik jednadZbe ravnine (2.14) uvrstiti

x1=-2, yn1=1, z1=3 1 A=1, B=2, C=7,

pa ¢emo imati:
... 1-(x+2)4+2-(y—1)+7-(z—3) =0,

odnosno jednadZba traZene ravnine glasi

L x42y+72-21=0

[
Zadatak 2.3 Nadi jednadzbu ravnine koja prolazi kroz to¢ku T = (1,—1,2), a paralelna je s
ravninom 7t...x+2y—3z+5=0.

Rjesenje.
Trazena ravnina je:
m...x+2y—3z4+7=0.

H
Zadatak 2.4 Nadi jednadZbu ravnine koja prolazi kroz to¢ku 7 = (1,—1,2), a okomita je na
pravac koji prolazi kroz tocke A = (2,1,—3) i B = (1,-2,3).
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Rjesenje.
TraZena ravnina je:
T...x+3y—6z+14=0.

|
Zadatalk 2.5 Nadi kut izmedu ravnina ;... x+y—2z+3=0 1 m...x—2y+z+4=0.
Rjesenje.
0= 4(7‘[1,7‘[2) = %

|

Zadatak 2.6 Zadana je duZina s krajevima A = (2,-3,1) i B=(—4,5,3). Nadijednadzbu
ravnine koja prolazi poloviStem P te duZine i stoji na njoj okomito.

Rjesenje.
Vrijedi:
P=(-1,1,2) i m...3x—4y—z+9=0.
[

Zadatak 2.7 Napisati jednadZzbu ravnine koja prolazi kroz to¢ke A = (1,1,1), B=(0,1,—1) i
okomita je naravninup...x+y+z—1=0.

Rjesenje.
Bududi da trazena ravnina sadrZi tocke A i B, njezin vektor normale je okomit na vektor ﬁ, a bududi
je okomita na ravninu p vrijedi:

{ﬁﬂLﬁ

fin L7,

= Gix|fipxAB = 3AER: fix=A(f, xAB).

Kako je zadano A = (1,1,1), B=(0,1,—1) i p...x+y+z—1=0, toje:

AB=(-1,0,-2) i #,=(1,1,1).

Sada je:
]k B
oxAB=|1 1 1 |=(=2-0+(-1+2)j+(0+1)F
-1 0 -2
= —2i+j+k
:(_27171),
dakle vrijedi:

e =A(=2,1,1) = (—2A,1,4),

gdje je A neki realan broj, A # 0. Kona¢no, buduéi su nam poznati barem jedna to¢ka ravnine i
njezin vektor normale, dovoljno je u opci skalarni oblik jednadZbe ravnine (2.14) uvrstiti

xlzl, ylzl, 21:1 i A:—27L, B:l, C:l,

pa ¢emo imati
m...—2A(x—1)+A(y—1)+A(z—1) =0,
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odnosno jednadZba traZene ravnine glasi:

71...—2x+y+z:0‘.

[
Zadatak 2.8 Naci jednadzbu ravnine koja prolazi kroz tocke A = (1,—-2,3), B=(2,1,—1) i
okomita je na ravninu p...x+ 2y — 3z + 1 = 0. Zatim, napisati jednadZbu presjecnice zadane i
dobivene ravnine, u kanonskom obliku.

Rjesenje.

Vrijedi:

x—5 y+3 z-0
5 -4 -1

.. x+y+z—-2=0, p...

[
Zadatak 2.9 Nadi jednadZbu ravnine u kojoj lezi pravac p . .. % = % = % i koja stoji okomito

naravninu p...2x+ 3y —z =4.

Rjesenje.
Trazena ravnina je:
m...—8x+5y—2z+11=0.

|
Zadatak 2.10 To¢ke A = (1,1,1), B=(3,0,3)iC = (—2,1,1) su vrhovi trokuta AABC. Nadi:
a) jednadZzbu simetrale (unutarnjeg) kuta pri vrhu A;
b) jednadzbu ravnine koja prolazi kroz tocku B i stoji okomito na simetralu kuta pri vrhu A.

RjeSenje.
a) Oznacimo sa s pravac koji sadrZi simetralu (unutarnjeg) kuta pri vrhu A. Za vektor smjera ovog

pravca ocito vrijedi:
§_ﬁ+ﬁ

Kako je zadano A = (1,1,1),B=(3,0,3)iC = (-2,1,1), to je:
AB=(2,-1,2), |AB|=3 i AC=(-3,0,0), |AC|=3,

odnosno
1 1 2

Ssq = (_ga_gag)'

—

Sada je:

x—1 y—1 z—-1
U 1/3 70 —1/3 0 2/3

S

b) Bududéi da traZena ravnina stoji okomito na sy, za njezin vektor normale zapravo vrijedi
> o _/_1 _12
Np = Ssq = (—3, — 3 §)

Kona¢no, bududi ée trazena ravnina prolaziti tockom B = (3,0, 3) bit Ce:

71...—%( —3)—%()}—0)—1—%&—3):0,
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odnosno

‘ﬂ...x—f—y—2z+3:0‘.

[
Zadatak 2.11 Zadane sutotke A = (0,3,4), B=(—1,2,3),C=(1,-2,—1)iD = (4,—1,1).
Napisati jednadZzbu ravnine koja sadrZi tocke A i B i paralelna je s vektorom CD.

RjeSenje.
Buduci da traZzena ravnina sadrzi tocke A i B, njezin vektor normale je okomit na vektor 1@, i bududi
je njezin vektor normale okomit na vektor CD vrijedi:

{TTL% ~ ix||ABXCD = 3LER: iix=A(ABxCD).
n. LC

Kako je zadano A = (0,3,4), B=(-1,2,3), C=(1,-2,—-1) i D=(4,-1,1), toje:

AB=(-1,-1,-1) i CD=(3,1,2).

Sada je: - B .
i J k
ABxCD=|-1 —1 —1|=(-2+1)i+(-3+2)]+(-1+3)k
3 1 2
= —T—j+2k
=(-1,-1,2),
dakle vrijedi:

e = A(—1,-1,2) = (A, —A,2),

gdje je A neki realan broj, A # 0. Kona¢no, buduéi su nam poznati barem jedna tocka ravnine i
njezin vektor normale, dovoljno je u opci skalarni oblik jednadZbe ravnine (2.14) uvrstiti

x1=-1, y1=2, z1=3 i A=—-A, B=—-A4, C=2A,

pa ¢emo imati
m...—A(x+1)=A(y—2)+2A(z—3) =0,

odnosno jednadZba trazene ravnine glasi:

‘ﬂ...x—}—y—Zz—l—S:O‘.

[
Zadatak 2.12
a) Napisati jednadzbu ravnine 7t koja prolazi tockama A = (4,5,2) 1 B = (6,2,4), a paralelna je
vektorud = (1,2,1);
b) Naci prodor pravca p. .. % = % = _;11 i ravnine 7T;
¢) Pod kojim kutom pravac p prodire ravninu 7t?

RjeSenje.
a) m...x—z—2=0; b) P=(2,1,0); ¢) 6 =7%rad
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Zadatak 2.13 Nadi jednadzbu ravnine koja prolazi kroz tocke A = (1,0,4) i B=(—2,1,5), a
paralelna je s pravcem koji prolazi kroz tocke P = (1,—2,1)i Q0 = (2,1,3).

Rjesenje.
Trazena ravnina je:
m...x—7y+10z—-41=0.

[
Zadatak 2.14 Naci jednadzbu ravnine koja prolazi kroz tocku T = (1,2, —4), a podjednako je
nagnuta prema koordinatnim osima.

RjeSenje.
Postoje Cetiri ravnine kroz T = (1,2, —4) podjednako nagnute prema koordinatnim osima. Jedna
takva ravnina je:

m.. x+y+z+1=0.

[
Zadatak 2.15 Pravac p prolazi tockom P = (1,—1,1), a s koordinatnim osima gradi jednake
kutove. Nadi jednadzbu ravnine koja prolazi kroz pravac p i tocku Q = (2,1, 3).

Rjesenje.
Vrijedi:

i m...y—2z+2=0.

e}
I
w5 |
—

N
g
—_

|
Zadatak 2.16 Pravac p prolazi kroz to¢ku P = (1, —2,0) i ima vektor smjera, Cije su koordinate u
omjeru 1 : 2 : 3. Nadéi jednadZbu ravnine koja prolazi kroz to¢ku Q = (2, 1,4) i pravac p.

Rjesenje.
Vrijedi:

i mT...x+y—z+1=0.

[
Zadatak 2.17 Naéi jednadZbu ravnine koja je okomita na pravac koji spaja koordinatni pocetak
0 =(0,0,0) stockom T = (2,—2,1), a udaljena je za 6 duznih jedinica od tocke O.

RjeSenje.
Postoje dvije ravnine koje zadovoljavaju zadane uvjete:

mT...2x—2y+z+18=0.

[
Zadatak 2.18 Nacdi jednadzbu ravnine koja prolazi tockom T = (—1, —3,8) i na koordinatnim
osima odsijeca jednake odsjecke a # 0.
Rjesenje.
Prema (2.15), segmentni oblik jednadZbe ravnine, a koja na koordinatnim osima odsijeca jednake
odsjecke a # 0, glasi: y

X Z
M. o4+ =1,
a a a
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Bududi da traZzena ravnina prolazi tockom 7' = (—1, —3, 8), to njezine koordinate zadovoljavaju
jednadZbu te ravnine, dakle vrijedi:

-1 -3 8
—+—+-=1,
a a a

odakle se lako dobiva da je . Stoga, jednadzba traZene ravnine je:

‘ﬂ...x+y+z—4:0.

|
Zadatak 2.19 Nadi jednadzbu ravnine koja na osima apscisa i aplikata redom gradi odsjecke a = 3
i c = —2, a paralelna je s osi ordinata.

RjeSenje.
Trazena ravnina je:
m...2x—3z—-6=0.

|
Zadatak 2.20 Naci jednadzbu ravnine koja prolazi kroz tocke A = (—1,2,5)iB = (3,—1,4),a
paralelna je s osi aplikata.

RjeSenje.
TraZena ravnina je:
m...3x+4y—-5=0.

|
Zadatak 2.21 Nadi jednadZbu ravnine koja prolazi kroz tocku T = (2, —1,3) i os aplikata.
RjeSenje.
TraZena ravnina je:
m...x+2y=0.
|

Zadatak 2.22 Naci jednadzbu ravnine koja na osima apscisa i ordinata gradi jednake odsjecke, a na
osi aplikata dva puta veci odsjecak, i koja prolazi kroz to¢ku 7 = (1, —1,1).

Rjesenje.
TraZena ravnina je:
M. 2x+2y+z—1=0.

[
Zadatak 2.23 Naci odsjecke $to ih na koordinatnim osima pravi ravnina 7t. .. 6x +4y — 3z — 12 = 0.

Rjesenje.
Vrijedi:
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Zadatak 2.24 U ravnini 7t...2x + 3y —z+4 = 0 lezi to¢ka T'. Projekcija tocke T na ravninu xOy
jetocka T' = (1,—1,0). Koje su koordinate tocke 7'?

Rjesenje.
Trazena tocka je:
T=(1,-1,3).
|
Zadatak 2.25 Odrediti vrijednost parametra A € R tako da vektor @ = (1, —2, A1) bude paralelan s
ravninom 7t...2x+ 3y +z—4 =0.

RjeSenje.
Vrijedi:
A =4
|
Zadatak 2.26 Kroz tocke A = (—1,1,—1) i B = (1,2,1) povucen je pravac p, a kroz tocke
C=(-1,2,-2)i D= (0,4,1) pravac g. Nadi jednadzbu ravnine koja prolazi kroz tocku
T = (3,—2,0) a paralelna je s pravcima p i q.

Rjesenje.
Trazena ravnina je:
mw...x+4y—3z45=0.

[
Zadatak 2.27 Napisati jednadZbu ravnine koja je paralelna s vektorima XZ 1 ﬁ i prolazi kroz
tocku 7 = (0,1,0),akosuA = (-3,-2,-2),C=(0,0,2),B=(-3,1,0)iD = (1,2,2).

RjeSenje.
Trazena ravnina je:
m...2y—z—2=0.

[
Zadatak 2.28 Napisati jednadzbu ravnine koja prolazi kroz tocku 7' = (2,0, —1) a okomita je na
dvijeravnine w...2x—y—3=0ip...x+y—z+1=0.

RjeSenje.
Prvo ispitajmo (ne)pripadnost zadane tocke 7 = (2,0, —1) ravninama 7t odnosno p. U tu svrhu
dovoljno je uvrstiti koordinate zadane tocke u jednadZzbe tih ravnina. Vrijedi:

2.2-0-3=0 240—(-1)+1=0

1=0 4=0
Sto je kontradikcija u oba slu€aja, pa moZemo zakljuciti kako:
T¢m i T & p.

Nadalje, budu¢i je traZena ravnina okomita i na ravninu 7t i na ravninu p vrijedi:

e L7
{T m = A ||faxi, = FAER: fig= A X 7p).

fie Liig
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Kako je
fix=(2,—1,0) i np=(1,1,—1).
to je:
1]k B
e xhp=12 —1 0|=(1-0)i+(0+2)j+(2+1)k
1 1 -1
=7+2]+3k
=(1,2,3),
dakle vrijedi:

fie = A(1,2,3) = (1,24,31),

gdje je A neki realan broj, A # 0. Kona¢no, buduéi su nam poznati barem jedna toc¢ka ravnine i
njezin vektor normale, dovoljno je u opci skalarni oblik jednadZbe ravnine (2.14) uvrstiti

x1=2, y1=0, z1=—1 i A=A, B=21, C=3A,

pa ¢emo imati
T...A(x=2)4+2A(y—0)+3A(z+1) =0,

odnosno jednadZzba traZene ravnine glasi:

T.x+2y4+3z4+1=0.

[
Zadatak 2.29 Napisati jednadzbu ravnine koja prolazi kroz to¢ku 7= (1, —1,2) a okomita je na
dvijeravnine w...x —2z+3=0ip...2x+y—z=0.

Rjesenje.
JednadZba traZene ravnine glasi:

T...2x—=3y4+2z-7=0.

Zadatak 2.30 Naci zajednicku tocku tri zadane ravnine: :
T..x—2y+z-5=0, p...2x+y—z+1=0, 7...3x+4y+2z-3=0.
Rjesenje.
Zajednicka tocka je (jedinstveno rjeSenje):
T=(1,-1,2).
[

Zadatak 2.31 Odrediti A € R i u € R tako da ravnine 7...6x +4y +24z—1 =0 i
p...3x—2uy+z+5 = 0 budu paralelne.

Rjesenje.
Zadane ravnine bit e paralelne ako vrijedi:

A=1, u=-1.
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Zadatak 2.32 Odrediti realni parametar A tako da ravnine 7...2x — 3y +Az+1 =0 i
p...5x+2y+z— 3 = 0 budu okomite.

Rjesenje.
Zadane ravnine bit ¢e okomite za A = —4.

[
Zadatak 2.33 Nadi jednadzbu ravnine koja je okomita na ravninu p...x —2y+3z+ 1 = 0 i sijeCe
je po pravcu koji leZi u koordinatnoj ravnin xOy.

Rjesenje.
JednadZba traZene ravnine glasi:

m...3x—6y—5z+3=0.

[ |
Zadatak 2.34 Pravac p prolazi kroz tocke A = (2,1,3)1C = (—1,2,1), a pravac ¢ prolazi kroz
tocke B=(2,—1,1)i D = (1,1,—1). Naci jednadzbu ravnine koja je podjednako udaljena od
prvaca pigq.

RjeSenje.
JednadZba traZene ravnine glasi: 7...2x—4y—5z+6 = 0.

Zadatak 2.35 Pokazati da ravnine 7...2x —3y+z4+3 =0, p..x—8y—-2z—-1=01
T...3x+2y+4z4 2 = 0 Cine bocne strane (pobocke) jedne trostrane prizme.

Zadatak 2.36 Pokazati da ravnine 7...2x —y+4+2z—-1=0, p...3x4+y—2z+3 =01
T...4x+ 3y —4z+ 7 = 0 prolaze kroz jedan pravac.

Zadatak 2.37 Zadane suto¢ke A = (1,1,—1), B=(1,2,0)iC = (—1,0,0). Napisati jednadzbu
ravnine koja je okomita na ravninu p...2x —y+ 5z — 3 = 0, koja je paralelna s vektorom AB, i
sadrZzi tocku C.

Rjesenje.
JednadZba traZene ravnine glasi:

m...3x+y—z+3=0.

2 —1=0
Zadatak 2.38 Zadani su tocka T = (1,3,5) i pravac p... Fryte .

3x+y+2z—3=0
a) Naci udaljenost tocke T od pravca p;

b) Naci jednadZbu ravnine 7t u kojoj leZe tocka T i pravac p.

RjeSenje.
a) Prvo odredujemo jednadzbu pravca p u kanonskom obliku, a zatim odredujemo jednadZbu
ravnine p koja prolazi tockom 7 i okomita je na pravac p. Bududi je pravac p zadan kao presjecnica
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dviju ravnina, za njegov vektor smjera vrijedi:

iJ ok
S,=f xia=2 1 1|=i—j—k
31 2
Nadalje, nije teSko zakljuciti kako to¢ka P = (2, —3,0) lezi na pravcu p, pa e jednadZba tog pravca
u kanonskom obliku biti:
x—2 y+3 2

Dodatno, buduci je vektor normale 7, ravnine p jednak vektoru smjera’s, = (1, —1,—1) pravca p,
prema (2.13) skalarna jednadzba ravnine p je:

p...1-(x—1)=1-(y—=3)—1-(z—5) =0,

odnosno vrijedi:
p...x—y—z+7=0.

Sada odredujemo sjeciste (probodiste) pravca p i ravnine p. UvrStavanjem parametarske jednadZbe

x=t+2
pravca p...< y=—r—3, t € R uopdi oblik jednadZzbe ravnine p dobivamo:
1=t

[4+2+414+3+14+7=0,

odnosno
t=—4,

pa sjeciSte {S} = p N p ima koordinate
x=—-442=-2, y=4-3=1, z=4.

Na koncu, bududi je tocka S ortogonalna projekcija tocke T na pravac p, traZzena udaljenost iznosi:

d(T.p) =d(T.5) = /(1 (-2)) + (G- 1)+ (54 = VId:

b) Bududi su nam poznate tocka T = (1,3,5), kao i dvije tocke pravca p, P = (2,-3,0),
S =(-2,1,4) € p, trazena jednadZba ravnine moZe se napisati (u skalarnom obliku) kao jednadzba
ravnine kroz tri tocke:

x—1 y=3 z-5
m...|2—-1 —=-3-3 0-5/=0,
-2—-1 1-3 4-5
odnosno
T...—4x+ 16y —20z+56 =0,
1 konacno

..x—4y+5z-14=0

Vizualizacija traZzene ravnine 7t (stvorena s pomocu skriptnog programskog jezika opée namjene —
Python) prikazana je na Slici 2.5. (InacCe, za vizualizaciju inih matematickih koncepata, svakom
Citatelju preporucujemo besplatan, multi—platformski digitalni alat GeoGebru.)
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Slika 2.5: Ravninam...x —4y+5z— 14 =0.

|
Zadatak 2.39 Zadanisutocka T = (1,—1,—2)ipravacp...x=3t—3, y=2r—2, z=—1+8,
t € R. Nadi:
a) udaljenost tocke T od pravca p;
b) jednadzbu ravnine 7t u kojoj leZe tocka T i pravac p.

Rjesenje.
a) d(T,p) =3/%;
b) ... —19x+26y—5z+35=0.

|
Zadatak 2.40 Naéi udaljenost izmedu ravnine 7m...x — 2y +z — 1 = 0 1 ravnine
p...2x—4y+2z+1=0.
RjeSenje.
Vrijedi: d(m,p) = /3.

|

Zadatak 2.41

a) Kroz to¢ku T = (—1,1,—2) postaviti ravninu 7t paralelnu ravnini p koja sadrzi toCke
A=(1,-1,1),B=(-2,1,3)iC=(4,-5,-2);

b) Odrediti udaljenost tih dviju ravnina.

Rjesenje.
a) m...2x—3y+6z4+17=0 i p...2x—3y+6z—11=0;
b) d(m, p) = 4.

[
Zadatak 2.42 Nadi jednadzbu pravca koji prolazi tockom 7 = (—1,2, 1), a paralelan je s vektorom
v=(2,-3,1).
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Rjesenje.
JednadZzba trazenog pravea je: p...* 5 = 5 = .

[
Zadatak 2.43 Naci jednadzbu pravca koji prolazi tockom 7' = (2,0, —3), a paralelan je s pravcem
koji spaja koordinatni pocetak s tockom P = (1,4,2).

Rjesenje.
JednadZba traZzenog pravea je: p... = = % =52

[
Zadatak 2.44 Kroz tocke A = (1,—2,2) i B = (2,1,4) povucen je pravac p. Naci jednadzbu
pravca koji prolazi kroz to¢ku T = (2, —1,3), a paralelan je s pravcem p.

RjeSenje.
Jednadzba traZenog pravcaje: p... % = % =52,

(98]

[
Zadatak 2.45 Nadi jednadzbu pravca koji prolazi kroz tocku 7' = (—1,1,—1) i okomit je na
ravninu 7t...2x — 3y4+z—4 =0.

Rjesenje.
JednadZba traZenog pravca je: p... 5 = % =«
H
Zadatak 2.46 Nadi jednadzbu pravca koji prolazi kroz tocke A = (2,1,3) i B = (4,0,5).
Rjesenje.
y . . 2yl _ z-3
Jednadzba trazenog pravca je: p...*5= = 5 = 5=,
[
Zadatak 2.47 Nadi jednadzbu pravca koji
. " . x—1 y—2 z—1
a) prolazi kroz toc¢ku A = (—2,4,3) a paralelan je s pravcem p . .. =3 T ;
-2 —-4=0
b) sadrzi to¢ku B = (—4,3,0) a paralelan je s pravcem g . . . Xoayte ;
2x+y—2z=0
2x—3 —-1=0
¢) prolazi kroz tocku C = (3, —1,2) a paralelan je s pravcem r. .. AU .
x+2y—z+3=0
RjeSenje.
2) x+2 y—4 z-3
a... = = ;
2 3 -1
x+4 y—-3 z
b) b... =—=—;
) 1 3 5
x—3 y+1 z-=2
c)c...1—3_7.
[

Zadatak 2.48 Nadi jednadzbu pravca koji prolazi kroz to¢ku T = (—2,3, —1) a paralelan je s osi
ordinata.



78 Poglavlje 2. Analiticka geometrija prostora E3

Rjesenje.
2=0
Jednadzba traZenog pravcaje: p... xF .
z+1=0

|
Zadatak 2.49 Nadi jednadzbu pravca koji prolazi kroz to¢ku T = (3,1, —4) a s koordinatnim
osima redom gradi kutove 60°, 45°, 60°.

Rjesenje.
¥ Y . 3 _y—1 _ z+4
JednadZba trazenog pravcaje: p...*5= = yﬁ = %
|
Zadatalk 2.50 Naéi kut izmedu pravaca:
+4 : z+1
pl...x—3:y7:z 1 p2...x+5=y+3= .
-2 -2
RjeSenje.
T
Vrijedi: ¢ = Z(p1,p2) = 3 rad.
|
Zadatak 2.51 Nadéi kosinuse priklonih kutova®® vektora smjera pravca p, ako je:
Sx+7y+4z-3=0
Ul 2x4+3y+2z4+5=0
Rjesenje.
Vriiedi o 2 B -2 1
rijedi: cosax =—, cosP=—, cosy=—.
y 3 30 Y 3
|
Zadatalk 2.52 Nadi kut izmedu pravaca:
x+y+z+1=0 : 4x+5y+62-7=0
Pl y_3y—z—2-0 P ax4oy4243=0
Rjesenje.
Vrijedi: ¢ = Z(p1,p2) = 3
|
Zadatalk 2.53 Nadi kut izmedu pravaca:
2x—2y—2z—8=0 . 4x+y+3z—4=0
pP1--. 1 pP2... .
x+2y—2z—4=0 2x+2y—3z—11=0
RjeSenje.
4
Vrijedi: cos@ = cosZ(p1,p2) = 21 = @=~79,02°
|

30 Prikloni kutovi vektora @ iz V3 su kutovi koje taj vektor zatvara s vektorima i k, a oznatavamo ih redom s c, Bi
7. Dodatno, vrijedi: dg = cos i + cos ] + cos yk.
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Zadatalk 2.54 Nadi kut izmedu praveca p. .. = =

iravnine 7t...3x +y+2z—4 = 0.

Rjesenje.
Vrijedis ¥ = Z(p,m) = g rad.

[
Zadatak 2.55 Nadi kut izmedu
—-4=0
a) pravcap... rrytz iravnine ... x—z+1=0;
2x—4y—-z—-5=0
x+y+z—4=0 . :
b) pravcap... iravnine p...x—y+1=0.
)P P {2x—4y—z—5:0 P Y
Rjesenje.
T
a) Lpzé(p,ﬁ):§rad;
b) { = Z(p,p) = 0rad.
H
Zadatalk 2.56 Odrediti presjecnu tocku (sjeciste) pravaca
5x—2y+5z+3=0 ) 3x+10y—z—47=0
P xs3y—4z-18=0 T Yex—2y+7243=0
Rjesenje.
Vrijedi: pNng={S} i S=(2,4,—1).
[

Zadatak 2.57 Nadi jednadzbu ravnine koja prolazi kroz tocku 7 = (1,2, —4) a paralelna je s
pravcima:

3x+4y—2z4+3=0 . 2x—3y+z+1=0
P Yax4sy—z42=0 T Y3x—2y4+2:43=0
Rjesenje.
JednadZba traZene ravnine glasi:
mT...x+y+z+1=0.

2x+3 —-1=0
Zadatak 2.58 Naci jednadzbu ravnine koja prolazi pravac p. .. xHoy+e

3x+4y+2z—-2=0
3x—2y+4z+1=0

iparalelnajespravcemq...{2 3y 43z 45=0"
x—3y+3z =

Rjesenje.
JednadZba traZene ravnine glasi:
m.. x+y+z—1=0.
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Zadatak 2.59 Naci jednadZbu ravnine koja prolazi kroz presjek ravnina py...x—y+z+1=01
p2...x+y—2z+1=0aokomitaje naravninut...2x —y+5z—3 =0.

Rjesenje.
Buduci ée trazena ravnina 7t prolaziti presjekom ravnina p; i py (tzv. osi sveska), njezina jednadzba
bit ¢e dana s (kao jednadzba pramena ravnina):

m...Aix+B1y+Ciz+ D1+ A-(Asx+Bay+Crz+Dy) =0,

zaneki A € R,igdjesu 7y = (A;,B;,Cy) iy = (Ay,Bs,Cy) vektori normala ravnina pj i py.
Dakle, vrijedi:
m...x—y+z+1+A-(x+y—z+1)=0,

odnosno
... (I+A)x+(A—-1)y+(1—=A)z+(1+A1)=0.

Iskoristimo sada uvjet okomitosti ravnina 7t i T, tj.
g Lr & Jigie=0 < (14+A4,A-1,1-1)-(2,-1,5)=0
& 242L—-A+145-5A=0
& —4A1+8=0
=

A=2|

Konacno, jednadZzba traZene ravnine je:

‘7[...3x+y—z+3:0‘.

H
3x-2 3=0
Zadatak 2.60 Nadi realne konstante o i 3 takve da pravac p. .. Xooytet bude
4x —3y+4z+1=0
okomit na ravninu 7t...ax+8y+ Bz+2=0.
Rjesenje.
Vrjedi: pl & a=5if=1.
H
-9 7 —4
Zadatak 2.61 Naéi ortogonalnu projekciju’! p’ pravea p. .. * 7 = yf_l = 0 na ravninu
m...2x+y—2z—3=0.
Rjesenje.
N x—1 y—-1_ =z
Vrijedi: p’... = =-.
rijedi: p g 3 )
H

Zadatak 2.62 Duzina s krajevima A = (2,1,3) i B = (4,4,6) projicirana je ortogonalno na pravac
koji prolazi kroz tocke P = (1,2,1) i Q = (2, —1,2). Odrediti duljinu te projekcije.

31 Ortogonalna projekcija pravea na ravninu je odredena projekcijama dviju proizvoljnih totaka tog pravca. Jedna od
tih todaka mozZe biti i to€ka u kojoj pravac probada ravninu. Ortogonalna projekcija tocke T na ravninu 7t je to¢ka T/ u
kojoj normala iz to¢ke T na ravninu 7t probada ravninu 7.



2.5 Zadaci 81

Rjesenje.
——  4v11
Vrijedi: |A’B'| = T
|
Zadatak 2.63 Zadane sutoc¢ke A = (3,—-2,1)iB = (1,4,1). Vektorﬁ projiciran je ortogonalno

na pravac p koji s koordinatnim osima gradi kutove od 60°, 60° i 45°. Naci duljinu ove projekcije.

Rjesenje.
Vrijedi: |A’B'| = 2.
|
x—8 y—=2 z . . . "
Zadatak 2.64 Napraveu p. .. g = ¢ —omad tocku ¢ija udaljenost od to¢ke 7 = (8,2,0)
iznosi 10.
Rjesenje.

Bududi da na pravcu p trazimo to¢ku P € p za koju vrijedi d(T,P) = |ﬁ| = 10, prvo ¢emo
odrediti parametarsku jednadzbu pravca p:

g 5 x=28r+8

X — y— z

. - = = =t = ce. e — .

P 2 —~ =0 =1 p---qY §6umR
Z:

Sada, za pravokutne koordinate tocke P € p moZemo pretpostaviti da postoji neki ¢ € R takav da
vrijedi xp =8¢+ 8, yp =2 —6t, zp = 0, pa emo imati:

d(T,P) = |TP| =10

& \/(XP_XA)2+()7P_)’A)2+(ZP—ZA)2:10
& /(802 + (~61)2+(0)2 = 10

< V1002 =10

< 10|t =10

< il =1

& n=-lin=1.

Dakle, na pravcu p nalazimo ¢ak dvije tocke ‘ P =(0,8,0) MPZ =(16,—4,0) ‘koje su jednako
udaljene od zadane to¢ke T = (8,2,0).

|
Zadatak 2.65 Kroz tocke A = (—1,0,1) i B = (1,2,3) povucen je pravac p. Naci na pravcu p
onu tocku koja je od to¢ke T = (2, —1, 1) udaljena za 3 duZne jedinice.

RjeSenje.
Na pravcu p postoje dvije tocke P; i P, zakojeje d(P;,T) =3 =d(P,,T). To su:

21
3

PIZ(O)I)Z) i PZZ( 757

WA

).
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—y+z+2=0 P . . "
Zadatak 2.66 Na pravcu p... {x Y Z+1 0’ odrediti tocke A i B koje su od tocke
X—y—z =

C=(1, %, %) na udaljenosti v/2. Zatim, odrediti povr$inu trokuta AABC.

Rjesenje.
Vrijedi:
31 5 1 V3
A=(0,-,—= B=(1,-,—= P = —.
( 727 2)7 ( 727 2)7 ANABC D)
[
2x—3y+Az—-6=0
Zadatak 2.67 Odrediti A € R tako da pravac p... FoOyH AL sijeCe os aplikata.
x+2y—z+3=0
RjeSenje.
Za A=2je pnOz={S} i §=(0,0,3).
[

-3 —1 2
Zadatak 2.68 Odrediti A € R u jednadzbi pravca p. .. al = 4 T Z—:

, 1u tom slucaju naci presjecnu tocku i kut izmedu pravaca.

da bi se sjekao s
x—1 y—-2 z-1
21—l

pravcemgq . . .

Rjesenje.
Iz jednadzbi zadanih pravaca uo¢imo tocke P = (3,1,—-2) € pi Q = (1,2,1) € g. Dovoljan uvjet
da se pravci p i g sijeku (2.49) u biti je ekvivalentan s uvjetom da su vektori PQ, s, i S, komplanarni,
tj. da vrijedi:
Xg—Xp Yo —YP ZQ—Z2pP
(@,s’p,ﬁq):o o l, mp np =0.
ly mq Nq
Nakon uvrstavanja koordinata imamo:

1-3 21 142
1 A 1 | =0,
2 1 -1

42-8=0 = A=2.

Dakle, za vrijednost A = 2 pravci p i g se sijeku.
Nadalje, za kut izmedu pravaca p i g vrijedi:

4([’?‘1) = 4(31773:&1)7

pa ¢emo imati (prema definiciji skalarnog produkta, odnosno formuli (1.5))

Sto je ekvivalentno s

Sp-S 24+2-1 1
4 S, = P 4 = = — — Z S, = .
cos (spasq) |*_§p||§q| \/8\/8 2 (Spasq)

Konac¢no je (detalje prepustamo Citatelju): pnNg={S} i S= (? —,—=)
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Zadatak 2.69 Odrediti cjelobrojni parametar A, tako da se pravci

x+4 X_“_l
P = 272

sijeku. Za odredenu vrijednost A napisati jednadzbu ravnine kojoj pripadaju.

y=2=z i q...x+3=

RjeSenje.
Vrijedi: A=-1 i mw...x+z+4=0.
|
Zadatalk 2.70 Napisati jednadZbu ravnine koja je podjednako udaljena od pravaca
x—1 y+1 z-2 . x+3 y+1 z
P =g =— 4. ="—5=7
Rjesenje.
JednadZba traZene ravnine glasi:
m...10x -9y —-7z4+8 =0.
|
Zadatak 2.71 Zadani su pravci:
x—2 y—-1 z-3 . x—1 y—-1 z-2
R T 4~ =" =5

Odrediti ravninu 7t koja se nalazi to¢no izmedu pravaca p i . Zatim, odrediti ravninu p paralelnu s
71, takvu da je pravac p izmedu 7t i p i da vrijedi: d(p,p):d(m,p)=2:1.

RjeSenje.
Jednadzbe traZenih ravnina glase:

Tc...—2x+y+z—%:0 i p...—2x+y+z+1=0.

[
x=2t+3

Zadatak 2.72 Neka je pravac p’ ortogonalna projekcija pravca p...{ y=—t—2,t € R na
z=3t+1

ravninu 7. ..2x + 3y — z — 5 = 0. U ravnini 7t odredite pravac g okomit na p’ koji sijeCe p.

RjeSenje.

Od ranije nam je poznato kako je ortogonalna projekcija nekog pravca na ravninu odredena proje-
kcijama dviju proizvoljnih tocaka tog pravca, te kako jedna od tih tocaka moZe biti i tocka u kojoj
prvac probada ravninu. Stoga ¢emo prvo naci probodiSte zadanog pravca p i zadane ravnine 7t.
Uvrstavanjem parametarske jednadZbe pravca p u opéi oblik jednadZzbe 7t dobivamo:

2(2t4+3)+3(-t—-2)—(3t+1)-5=0

odnosno
t = -3,
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pa probodiste {S} = pN 7 ima koordinate
x=2(-3)+3=-3, y=—(-3)-2=1, z=3(-3)+1=-8.

Nadalje, neka je B proizvoljna to¢ka pravca p, npr. neka je B = (11, —6,13). Njezina ortogonalna
projekcija na ravninu 7t je totka B’ = (13, —3,12). Sada, ortogonalnu projekciju p’ mozemo naéi
kao pravac koji prolazi kroz dvije tocke (S i B'). Vrijedi (detalje prepustamo Citatelju):

x=16t—-3
pl..{y=—4t+1,teR.
z=20t—8

Na koncu, éemo u ravnini 7t odrediti pravac ¢ okomit na projekciju p’ i koji sijeCe pravac p. Za
vektor smjera ovog pravca vrijedi:

K
{ﬁq P = Syllixx$Sy = 3FAeR: §,=Ax5y).
x+3 y—1 z+8

16 —4 20
S,y =(16,—4,20) i  7.=(2,3,—1).

i m...2x+3y—z—5=0, toje:

Sada je:
i)k
g XSy =12 3 -1
16 —4 20
=56i—56] — 56k
= (56,—-56,-56),
dakle vrijedi:

5, = A(56,—56,-56) = (564, 564, —561),

gdje je A neki realan broj, A # 0. Bez gubitka opcenitosti smijemo uzeti 5, = (1,—1,—1), te
povudéi pravac g kroz toc¢ku S. Stoga je:

x=1t—3
qg...{y=—-t+1,teR.
7=—t—38

|
Zadatak 2.73 Odrediti sve vektore w koji su paralelni s ravninama ... x +2z—3 =0 i
P...x+5y+4z—6=0,asvektorima u = (1,—1,2) i ¥v=(3,—2,1) razapinju paralelopiped
volumena 35.

RjeSenje.

TraZeni vektori su:
1 =(10,2,-5) i

=l
sL

»=(-10,-2,5).
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Zadatak 2.74 Nadi jednadzbu pravca koji prolazi kroz to¢ku M = (0,2, —5) i sijeCe pravce
x—l_y—i—l_z—i—4i x+4 y—2 z+10
5 0 -1 7 Tt T4 T

p...

Rjesenje.
Buduci da trazimo pravac m koji sijeCe druga dva pravca p i g potrebno je prvo odrediti parametarske
jednadZbe svih tih pravaca. Za zadana dva pravca p i g vrijedi:

x=5r+1 x=2s—4
p...sy=—-t—1,1t€eR, q...qy=4s+2, seR,
z=Tt—4 z=2s—10

dok za traZeni pravac m znamo samo da prolazi kroz toc¢ku M = (0,2, —5), pa vrijedi

x=Ir
-0 -2 5
m...> =7 _ it (=r) & m..{y=mr+2, rcR.
/ m n
z=nr—>5

Sada, kada smo odredili parametarske jednadzbe sva tri pravca, presjecnu tocku pravaca m i p
pokuSajmo nadi izjednaCavanjem njihovih parametarskih jednadZzbi, Sto ¢e rezultirati sustavom od
tri linearne jednadzbe s pet nepoznanica. Dakle, dobivamo sljede¢i linearni sustav:

5t + 1 = Ir 5t — Ir = -1 (1)
-t - 1 = mr+2 & —t — mr = 3 (2)
7t — 4 = nr—>5 7t - nr = -1 (3)
Sredivanjem jednadZbi ovog linearnog sustava kao (1) +5(2) i (3)+7(2) dobivamo:
—Ilr — Smr = 14 N (=l-5m)r = 14 o 4 20
—nr — Tmr = 20 (—n—Tm)r = 20 T T sm T S m
Posljednja jednakost je ekvivalentna s:
10/ +m—7n=0. @D
Nadalje, presje¢nu tocku pravaca m i ¢ pokusajmo naci na slican nacin, pa ¢emo dobiti:
2s — 4 = Ir 2s — Ir = 4 (—)
4 + 2 = mr+2 o 45 — mr = 0 (=)
2s — 10 = nr->5 2s — nr = 5 (=)
Sredivanjem jednadzbi ovog linearnog sustava kao 2(—) — (=) i 2(=) — (=) dobivamo:
2lr — mr = =8 N 2l—-m)r = -8 N =8  —10
2nr — mr = -—10 2n—m)r = -10 " m T 2w
Posljednja jednakost je ekvivalentna s:
10l —m—8n=0. dmn

Konac¢no, jednadzbe (I) i (II) ¢ine linearni sustav od dvije jednadZbe s tri nepoznanice, a koji ima
beskonacno mnogo rjesSenja

l=-a, m=—=a, n=a, acR|
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pa za traZeni pravac ¢ vrijedi

q..-—5— =" ,
2

odnosno (za o = 4)

Zadatak 2.75 Nadi jednadzbu pravca koji prolazi kroz tocku 7' = (1, —1,2) a pod pravim kutom
. x—1 y+1 =z

sijee pravac p ... —— =" = 7.
Rjesenje.

3x+2y—1=0
Jednadzba traZenog pravcaje: p... rey .

2x—=3y+z—-7=0

[

Zadatak 2.76 Napisati jednadzbu pravca koji prolazi kroz to¢ku 7' = (3, —2, —4), paralelan je
x—2 y+5 z+43

ravnini 7t...3x — 2y — 3z — 7 = 0, i sijee pravac p ... 3 3 1

Rjesenje.
x—3 y+2 z+4

Jednadzba traZenog pravcaje: p... 7 S - Al

Zadatak 2.77 Kroz to¢ku T = (1,—2, 1) povucen je pravac p koji sijeCe pravce:
x+1 y—2 z—1 x—=2 y+1 z-2
o1 3 2 3 2
Nadi jednadzbu pravca p i koordinate tocaka S i S u kojima pravac p sijeCe zadane pravce q; i g3.

qi - - i qa2...

Rjesenje.
x—2y+z—-6=0 55
Vrijedi: p... . S1=(1,-4,-3), S,=(1,—=,2).
PP Varr2y—z+1=0" ! ( o S2=(1-3.3)
|
Zadatak 2.78 3 . .
a) Naéiprodorpravcap...x; :y-ll- :Z_2 kroz ravninu 7t...3x+2y—z+4 =0;
- -3=0
b) Nadi prodor pravca q. .. royde kroz ravninu p...x+2y—3z+4 = 0.
2x+y—4z+3=0
Rjesenje.
a) P:(1,72a3)’
b) P=(1,-1,1).
|

Zadatak 2.79 Kroz koordinatni poCetak povucen je pravac p paralelno s vektorom % = (1,—2,3).
Pravac p probada ravninu 7t...x +y +z — 4 = 0 u toc¢ki P. Izratunati duljinu duZine OP.

RjeSenje.
Vrijedi: |OP| =2V14. |
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Zadatak 2.80 Pravac povucen iz koordinatnog pocetka normalno na ravninu koja prolazi kroz
tocke A = (2,0,4), B=(3,1,3)iC = (—1,—5,—1) prodire kroz ovu ravninu u tocki P. Naci
koordinate tocke P.

RjeSenje.
5 41
Vrijedi: P=|-,—=,= |.
rijedi (3, 3 3>

[
Zadatak 2.81 3 ) )
a) Nadi projekciju tocke P = (4,3, 1) na pravac p...x; = y+3 = ZI ;

3x+2y—-5=0
b) Nacdi projekciju tocke Q = (3,2,0) na pravac q . . . x+ey )
y+3z—4=0
RjeSenje.
a) P'=(1,1,1);
b) O'=(1,1,1).
X z =
Zadatak 2.82 Neka je zadana totka A = (1,2,3) i pravac p... 1= % =71 Na pravcu p odrediti
ortogonalnu projekciju B tocke A, kao i to¢ku C tako da je trokut AABC pravokutno—jednakokracni.
Rjesenje.
6+tv6 6+t+v6 6++6
Vrijedi: B =(2,2,2), C= f, f, V6 :
3 3 3

[

Zadatak 2.83
x =3t
a) Nadi projekciju tocke T = (2, —1,3) napravac p...{ y =5t -7, t € R;
7=2t+2

b) Nadi udaljenost tocke T od pravca p.
Rjesenje.
a) T'= (37 _2a4);
b) § =d(T,p) =3.

[

—27-1=0
Zadatak 2.84 Zadani su tocka T = (1,2, 8) i pravac p. .. {x+ ¢ , - Odredit
ytz=

a) projekciju tocke T na pravac p;
b) jednadZbu ravnine 7t u kojoj leZe tocka T i pravac p;
¢) udaljenost tocke T od pravca p.

Rjesenje.

a) T'=(3,-1,1);

b) m...—5x—8y+2z+5=0;
¢) §=4d(T,p) =62.
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x+3 y+1 z

Zadatak 2.85 Nacdi tocku P na praveu p. .. 2 3

odtoaka A = (1,—2,3)iB=(3,4,1).

-3
1 koja je podjednako udaljena

Rjesenje.
TraZenatoCkaje: T = (—1,2,2).

[
Zadatak 2.86 U ravnini 7t...3x — 2y + z + 2 = 0 odrediti tocku koja je podjednako udaljena od
tocaka A = (3,2,0), B=(1,2,0)iC = (0,0,-3).

Rjesenje.

5
Trazena tocka je: T = (2, > -3).

Zadatak 2.87 Zadane su ravnine:
2x— y+z=-1
x+ay—z=1
2x— y—z=1.

Odredite vrijednost parametra a € R za koju je presjek zadanih ravnina pravac i odredite jednadZzbu

x=2—t,
tog pravca. Zatim, odredite udaljenost tog pravca od pravcag... ¢ y=1—2¢, 1t € R.
z=1
RjeSenje.
X = % + 2t,
Vrijedi: Zaa = —% je presjek zadanih ravnina pravac p...q y = % +4t, + € R. Udaljenost tog
z=-—1

pravca od pravca g je d(p,q) = 3\5—5

|
Zadatak 2.88 Zadani suravnina 7t...2x —y —z =3 ipravac p...(x,y,z) = (2—1t,4,1+2¢).
a) Odrediti implicitnu jednadZbu ravnine p koja sadrzi tocku 7 = (3,—1,5), a okomita je na
ravninu 7t i paralelna s pravcem p;
b) Odredite kut izmedu pravca p i njegove ortogonalne projekcije na ravninu 7t.

Rjesenje.
a) Implicitna jednadZba trazene ravnine glasi: p... —2x—3y—z+8 = 0;
b) ¢=/(p,p)=2L(p,m) ~46°54'41"

[
Zadatak 2.89 Odrediti to¢ku T koja je simetri¢na to¢ki 7 = (1,9,1) u odnosu na ravninu
... 2x+y+3z=0.

RjeSenje.
Bududi ¢e tocka simetri¢na tocki T = (1,9, 1) s obzirom na zadanu ravninu leZati na pravcu koji
prolazi tockom T a koji stoji okomito na zadanu ravninu, prvo ¢emo odrediti jednadZbu tog pravca.
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Nije tesko zakljuciti da vrijedi:

P T T
odnosno (u parametarskom obliku)
x=2t+1,
p...yy=t+9, reR.
z=3t+1

Njihovim uvrStavanjem u op¢i oblik jednadZbe ravnine 7t dobivamo sjeciste (probodiSte) okomitog
pravca p i ravnine 7t ($to je ujedno i ortogonalna projekcija svake tocke tog pravca, paitocke T, na
ravninu 7). Dakle, dobivamo:

4t +2+1t4+94+9r+3 =0,

odnosno
t=-—1,

pa sjeciSte {S} = p N7t ima koordinate x = —1,y = 8,z = —2, tj. vrijedi ‘ S=(-1,8,-2) ‘

Konacno, bududi je S poloviste duzine T T, za koordinate traZene to¢ke 7" vrijedi:

T" = (2xs —x7,2ys —yr,225 —21) = ‘T” =(-3,7,-5) .

|
Zadatak 2.90
a) Nadi to¢ku B koja je simetri¢na (zrcalna) to¢ki A = (1,3,—4) s obzirom na ravninu
... 3x+y—2z=0;
b) Napisati jednadZbu ravnine p koja prolazi to¢kama A, BiC = (2,3,6).

RjeSenje.
a) B=(-5,1,0);
b) p...10x—32y—2z+4+82=0.

Zadatak 2.91
a) Nadi koordinate totke T" koja je simetri¢na tocki 7 = (0, 1, 1) u odnosu na pravac:

x—3 y+1 z-2
5 -5 27

p...
b) Nadi tocku 7" simetri¢nu tocki 7 = (3,1, —1) u odnosu na pravac:

x—y—4z412=0
Ul 2x4+y—3z4+3=0

RjeSenje
a) T"=(1,2,1);
by T" =(1,3,7).
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1 -2
Zadatak 2.92 Nadi jednadZzbu ravnine koja sadrZi pravac p...x+1 = yT = %, tocku

A=(1,1,0) itocku A” simetri¢nu tocki A u odnosu na pravac p.

RjeSenje.

Buduci ¢e tocka simetri¢na tocki A = (1,1,0) s obzirom na zadani pravac p leZati na pravcu g koji
prolazi to¢kom A a stoji okomito na zadani pravac p, prvo ¢emo odrediti jednadzbu tog pravca g. U
tu svrhu najprije napisimo jednadzbu pravca p u parametarskom obliku:

x=—t—1,
P qy=-2t+2,teR,
7=t

jer je sada jasno kako Ce za to¢ku {S} = p N g postojati neki ¢ € R takav da vrijedi
S=(—t—1,-2r+2,1).

—>
Sada, mozemo kreirati vektor AS = (—¢ — 2, —2r + 1,1) koji je oCigledno okomit na zadani pravac
P, paCe vrijediti 5, A_.)S' = 0, odnosno:

(=1,-2,1)- (=t =2,-2t+1,0)=0 & 14244 -2+41=0 = 1=0,

$to nam daje tocku S = (—1,2,0). Jednadzbu pravca g sada moZeno napisati kao jednadzbu pravca
kroz dvije tocke (A i S). Vrijedi (detalje prepustamo Citatelju):

x—1 y—1 z
= =— =5,=(-2,1,0) .
) 1 0 sq ( )
Konac¢no, jednadzbu traZene ravnine 7t dobit ¢emo kao jednadZbu ravnine koja sadrZi pravce p i g,
dakle bez potrebe odredivanja koordinata zrcalne tocke A", tj. vrijedit ée:

q...

fig L3
T = Jix||5, x5, = FAER: dip=2A(5,x3,).
nn L3y

Kako imamo §, = (—1,-2,1) i §,=(-2,1,0), toje:
iJ Kk )
SpxSg=|-1 =2 1|=...=—-i—2j-5k=(-1,-2,-5),
-2 1 0
pa vrijedi:
g =A(—1,-2,-5)=(—A4,—2A,-51),
gdje je A neki realan broj, A # 0.
Bez gubitka opcenitosti smijemo uzeti 7ix = (1,2,5), $to uz poznavanje barem jedne tocke traZene
ravnine, na primjer tocka A € T, daje:

M..x+2y+5z-3=0.

|
-2 —1 -3
Zadatak 2.93 Pokazati da pravac p . .. a _ =° 1 lezZiuravnini ... x—2y+z—3=0.
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3x—2y+4z4+5=0

Zadatak 2.94 Ispitati uzajamni (medusobni) polozaj pravca p...
4x —y+5z-7=0

ravnine ... x+y+z+1=0.

Rjesenje.
Pravac p je || s zadanom ravninom 7t i NE leZi u njoj.
[
o . . . . +y+z—4=0
Zadatalk 2.95 Ispitati uzajamni (medusobni) poloZaj pravca p... rryme
2x—4y—z—5=0
ravnine 7t...x —y—3 = 0.
Rjesenje.
Pravac p je || s zadanom ravninom 7t i leZi u njoj.
[
1 -2 4 -2 -3=0
Zadatak 2.96 Dokazati da su p... ot — Y= 2 24 g Yo ayte
3 2 1 4x—5y—2z—3=0
paralelni pravci, pa zatim naéi jednadZzbu ravnine koja ih sadrzi.
RjeSenje.
Vrijedi: 5, =(3,2,1),5,=(9,6,3)=3(3,2,1) =35, = p|¢g;m... 13x—14y—11z—-3 = 0.
1 1 =
Zadatak 2.97 Zadani su ravnina ... x+3y—z+1 =0 ipravac p... x—; = y;l = %

Kroz tocku P presjeka ravnine 7t i pravca p pronaci onaj pravac ¢q iz ravnine 7t koji je okomit na
zadani pravac p.

Rjesenje.
—2 +3 z-3
Jednadzba traZenog pravca je: q. .. al ;= 4 32 = 72 .

[
Zadatak 2.98 Zadana je ravnina 7t...x+ 2y + 2z — 18 = 0. Tocka P je projekcija ishodista O na
ravninu 7t. Nadi jednadZbu pravca g koji prolazi kroz tocku P, a paralelan je s projekcijom pravca
x—3 y+2 z—-4

na ravninu 7.
2 —1

p...
RjeSenje.
x—2 y—4 z-4

Jednadzba traZzenog pravca je: q... TS

[
Zadatak 2.99 Zadane suravnine w...x+2y—z—5=01ip...x—y+2z—2 = 0. Naci sve tocke
na osi aplikata koje su podjednako udaljene od ravnina 7t i p.

RjeSenje.
Vrijedi: T, = (0,0,— 1 ), T, = (0,0,7), d(T] ,7'[) :d(T1 ,p) ~1.633, d(Tz,T[) :d(Tz,p) ~4.899.

[
2 1 -3
rhe_ytl 2 2 odrediti tocku podjednako udaljenu od

Zadatak 2.100 Na praveu p. .. >
ravnina ... x —2y+4+2z=0ip... —2x+4y—4z+12=0.
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Rjesenje.
Zatocku T = (1,0,1) vrijedi: d(T,m) =d(T,p) =V 14.

Zadatak 2.101 Zadana je ravnina 7t...3x+ 2y +z — 18 = 0. Nadi

b) toCku simetri¢nu to¢ki O = (0,0,0) s obzirom na zadanu ravninu;
¢) kut izmedu zadane ravnine i osi ordinata.

RjeSenje.

a) Prvo nadimo vrhove trokuta kojeg zadana ravnina odsijeca od koordinatnog sustava, i to kao
presjecne tocke zadane ravnine sa svakom od koordinatnih os. Za presjecnu tocku ravnine 7t s osi
apscisa ocito vrijedi A = (x4,0,0), pa njezinu nepoznatu koordinatu nalazimo tako da uvrstimo
y=01z=0 ujednaZbu ravnine 7t. Dakle, imamo:

3x—18=0 & x=6 = A=(6,0,0).

Na sli¢an nacin nalazimo i druge dvije tocke traZenog trokuta, tj. imamo:

\B: (0,9,00 i C=(0,0,18) \

Sada, traZenu povrSinu trokuta nalazimo kao:

=2 - 76’
1 1t 1 . . .
PAABczi\ﬁxﬁlzi\ -6 9 0 125\162i+108j+54k]: 9126 ;
—6 0 18

b) Bududi e tocka simetri¢na tocki O = (0,0, 0) s obzirom na zadanu ravninu leZati na pravcu
p koji prolazi tockom O a koji stoji okomito na zadanu ravninu, prvo odredujemo jednadzbu tog
pravca. Nije tesko zakljuciti da vrijedi:
r_ry_z
P.3=5=71
Zatim, nalazimo parametarsku jednadZbu ovog pravca. Vrijedi:

x =73t
p...qy=2tteR.
z=1
Njezinim uvrStavanjem u opéi oblik jednadZbe zadane ravnine 7t dobivamo sjeciSte pravca p i ravnine

7t. Dakle, dobivamo:
9 +4r+1t—18=0,

odnosno
18 _9
14 7
pasjeciSte {S} = pNm ima koordinate:
27 18 9
AN AN
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Konac¢no, bududi je to¢ka S poloviste duzine O0’, za koordinate tocke O’ vrijedi:

54 36 18
,— S —
0‘(7’7’7)

¢) Kut izmedu zadane ravnine 7t i osi ordinata nalazimo kao komplement kuta izmedu vektora
normale 7i; = (3,2, 1) zadane ravnine i vektora j, jedini¢nog vektora osi ordinata. Dakle, uz oznaku

-

0 = £ (%, j), vrijedi:

B

0 = (2xs —x0,2ys —y0,22s —20) =

o . . o ﬁﬂ'} 2 o ! "
Pp=90°-6 <& sinp=sin(90°—-0)=cosf=—F=—— = 6O~57°4118
7ixl[s] V14
i \11) ~32°18'42" .
1 1 1 -
Zadatak 2.102 Zadani su pravci p...f:y;:E i q...x_ Y .
2 m 4 ) 1 2
a) Odreditimiltakodaje p || ¢;
b) Zanadene m i/ naci udaljenost pravaca p i g;
¢) Nacdi jednadzbu ravnine u kojoj leZe pravci p i g.
Rjesenje.
a) m=2,1=1,;
b) d(p,q)=Y2L
¢c) m...—3x—y+2z+1=0.
[

Zadatak 2.103 Zadana je ravnina7t...2x+y—3z+4 =0.

a) Izracunati povrSinu trokuta kojega ravnina 7t odsijeca od koordinatnog sustava (O;?, 7, 7&),
b) Kroz to¢ku O” simetri¢nu ishodistu O = (0,0, 0) u odnosu na ravninu 7t postaviti ravninu p
paralelno ravnini 7.

Rjesenje.
224
a) Ppaapc=—x—;

b) p...2x+y—-3z+8=0.

Zadatak 2.104
x+1 y—-2 z-3

a) Nacdi ravninu 7t koja sadrZi pravac p. .. S =3 =3 i paralelna je pravcu

x y—-1_ z
5= 3 T
b) Kroz tocku T = (1, —2,3) postaviti ravninu p paralelnu ravnini 7t.

Rjesenje.
9 25
ez —6z4+—=0;
a) m 2erSy z+2 0;

9 47
b) p...§x+5y—6z+7—0.
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Zadatak 2.105 Odrediti projekciju tocke T = (3, —4, —2) naravninu odredenu paralelnim pravcima:

x—5 y—6 z+3 . x—2 y—3 z+3
P =0 Ty VT T T Iy
Rjesenje.
TraZena tocka je: T' = (2,—3,-5).
u
Zadatalk 2.106 Zadani su pravci p...x_5 = y—6 = it i q...{x_ 13y+37 _0.
a 2 c 4y4+z—-9=0
a) Odrediti a i ¢ tako da pravci p i g budu paralelni;
b) Za dobivene a i ¢ naéi jednadzbu ravnine 7t koju odreduju pravci p i g;
¢) Nadi projekciju tocke T = (3, —4, —2) na ravninu 7.
Rjesenje.
a) a=26, c=—-8;
b) m...x—y+3z+10=0;
c) T'=(2,-3,-5).
[
5 x=t+1
Zadatak 2.107 Zadani su pravei p...xI = y;rl - “53 ig.dy=2+11cR.
z7=2t—1
a) Pokazati da su pravci p i g paralelni;
b) Nadi udaljenost zadanih pravaca;
¢) Nacdi jednadzbu ravnine 7t u kojoj leze pravci p i q.
RjeSenje.
a) Vrijedi: 5,x5,=0 < p|l ¢
b) d(p.g) =3
¢c) m...—y+z+2=0
[

Zadatak 2.108

a) Nadi jednadZbu ravnine 7t koja prolazi tockama 71 = (1,2,3) i 7> = (—3,7,1), a na osima
apscisa i ordinata odsijeca jednake odsjecke;

b) Izracunati povrSinu trokuta kojeg iz ravnine 7t isijecaju koordinatne ravnine.

Rjesenje.
a) m...2x+2y+z—-9=0;
243
b) Paapc = =
[ |
Zadatak 2.109 Zadane su tocke A = (1,2,3), B=(4,8,0), C =(2,10,2)i D = (2,7, m)
(m e R).

a) Odrediti m tako da tocke A, B, C i D budu komplanarne;
b) Za nadeno m naéi udaljenost tocke D od pravca p kojeg odreduju tocke A i B;
¢) Odrediti m tako da volumen tetraedra s vrhovima A, B, C i D bude 15 volumnih jedinica.
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Rjesenje.

a) Za m =2 zadane toc¢ke su komplanarne;
x=3t+1

b) d(D,p)=+V3, p...{y=61+2,1€R,
z=—-3t+3

C) V=15 < m; :7,I’I12:—3.

|
Zadatak 2.110 Zadane su tocke A = (1,2,1),B=(—1,1,0),C=(3,-2,2)iD=(2,—1,3).
IzraCunati udaljenost tocke D od ravnine 7t u kojoj leZe tocke A, B i C.

Rjesenje.
3v5
Vrijedi: d(D,m) = \SF
[
Zadatak 2.111 TockeA = (1,0,0),B=(1,1,—1),C=(4,1,5)iD = (0,2,2) vrhovi su tetraedra.
Naci tocku E koja je simetri¢na toc¢ki D u odnosu na ravninu 7t odredenu tockama A, Bi C.

Rjesenje.
Vrijedi: ...2x—y—2z—2=0, E =(4,0,0).
[
x=2t+1
Zadatak 2.112 Zadanisupravei p...cy=3t—2,tr€R, i q”‘{2x+y—4z+2 =0 .
4x—y—5z+4=0
z=—61+1
a) Naci kut koji zatvaraju pravci p i g;
b) Napisati jednadZbu ravnine 7t koja sadrzi tocku 7 = (1,0, 1) i pravac p.
Rjesenje.
a) 0=2(p,q) = % rad;
b) m...3x+z—-4=0.
[
Zadatak 2.113 Zadani sutocka 77 = (—1,0,—1)iravninam...2x+y—z+7=0.
a) Nacdi tocku T; koja je simetri¢na tocki 77 u odnosu na ravninu 7t;
b) Kroz tocku T, postaviti ravninu p paralelno ravnini 7t;
¢) IzraCunati povrSinu trokuta kojeg su vrhovi to¢ke Ty, T, i T35 = (2, 1,0).
Rjesenje.
a) Tr=(-5-21);
b) p..2x+y—z+13=0;
c) Ppn= V/30.
[
. . . x—1 y Z
Zadatak 2.114 Zadani su tocka T; = (1,2,8) i pravac p... — =171

a) Nadi tocku T; simetri¢nu tocki 77 u odnosu na pravac p;
b) Izracunati udaljenost izmedu tocaka T i T7;
¢) Nadi jednadZbu ravnine 7t u kojoj leze tocka T3 i pravac P.
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Rjesenje.

a) T, =(5,—-4,-6);

b) d(Ti,T;) =262;

¢) m...5x+8y—-2z—-5=0.

Zadatak 2.115 Zadana je ravnina 7t...3x+y+ 4z — 12 = 0. Nadi:

a) povrsinu trokuta kojeg iz zadane ravnine isijecaju koordinatne ravnine;

b) jednadzbu pravca p koji prolazi kroz teZiste T trokuta? iz prethodnog podzadatka i stoji okomito
na zadanu ravninu;

¢) kut izmedu pravca p (iz prethodnog podzadatka) i pravca g koji prolazi ishodistem O = (0,0,0)
iteziStem 7.

Rjesenje.
a) Pn = 6v26;

4 x—4 y—4 z-1
b) T=(=,4,1 3= = :
) (37 9 )7 P 3 l 4 )

¢) ¢=2(p,q)~=57,106°.

H
Zadatalk 2.116 Zadana su tri uzastopna vrha paralelograma ABCD:
A=(-3,-2,0),B=(3,-3,1) i C=(5,0,2).
a) Naci kut izmedu dijagonala paralelograma ABCD;
b) Nacdi jednadzbu ravnine u kojoj leZi paralelogram ABCD;
¢) IzraCunati povrSinu paralelograma ABCD.
Rjesenje.
a) ¢ =060°
b) m...—x—y+4+5z—-5=0;
¢) P=12V3.
[

Zadatak 2.117 Kroz tocke A = (1,1,1) i G = (3,2,2) prolazi pravac p. Nadci kutove §to ih s
koordinatnim osima gradi projekcija pravca p naravninu 7t...x+2y—z—5=0.

RjeSenje.
Vrijedi:

x—1 y-1 z—-1 ., , x=3 y=-2 z-=2 o o o
p...— 1 A =3 5 3 o =45° B =90° y=45

[
Zadatalk 2.118 Odrediti jednadZbu ravnine 7t s obzirom na koju su pravci

x—3 y+1 z-2
1 21
medusobno zrcalno simetri¢ni.

x+1  y—=T7 z-2
1 2 1

p... q...

32 Teziste trokuta — tocka u kojoj se sijeku teZisnice trokuta. AkosuA = (x1,y1,z1), B= (x2,¥2,22), C = (x3,¥3,23)
vrhovi trokuta, onda je 7 = (X140 Y2ty 214818 ) tezite tog trokuta.
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Rjesenje.
JednadZba traZene ravnine glasi:

m...3x—2y+2z+1=0.

|
Zadatak 2.119 Totke A = (—1,1,0), B=(1,0,0) i D = (0,0, 1) su tri vrha osnovice (baze)

—1
paralelopipeda. Na pravcu p...x+1 = yT = % koji prolazi tockom A odredite vrh E paralelne

osnovice tako da volumen paralelopipeda iznosi 16 volumnih jedinica.

Rjesenje.
Vrijedi: E; = (1,5,6), E» =(—3,-3,-6).
u
Zadatak 2.120 Odrediti medusobnu udaljenost i zajednicku normalu pravaca:
x _y—1 z+2 . x—6 y—12 z-8
P 5= = q...— =" =1
Rjesenje.
4 —1
Vrijedi: d(p,q) =321, n..."; =1L
[

Zadatak 2.121 Zadane su tocke A = (—1,6,3) i B = (2,0, —4). Odredite tocku C na pravcu:

x+2 y-—1

3 -2

2
1 9y
takvu da teziSte T trokuta AABC leZiuravnini 7t...x+y+z=1.

Rjesenje.
Vrijedi: T = (—%,3,—
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Osnovni pojmovi o matricama

Matrice. Sustav mn (m,n € N) elemenata (brojeva), rasporedenih u pravokutnoj tablici od m redaka i
n stupaca (kolona), nazivamo matricom, i oznaCujemo velikim tiskanim latinskim slovom.

Op¢i (po volji odabrani), matri¢ni element oznacavamo malim pisanim latinskim (ponekad i grckim)
slovom zajedno s indeksima, pozivanjem prvo na redak pa zatim na stupac u kojem se taj element
nalazi. Tako je, na primjer, a3 element matrice A koji lezi u prvom retku i treCem stupcu ove matrice.
Dodatno, a3 = 2 naznacava kako je element matrice A koji se nalazi u prvom retku i treCem stupcu
jednak 2. Drugim rije¢ima, matrica se obi¢no zadaje kao pravokutna tablica (shema) svojih elemenata
aijj,i=1,2,....m, j=1,2,....n

ayly ain aij aln
ay an aj asy
A=lagl=1_"" o ) |
ajp  ap dij din
| dml  Am2 Amj Amn |

Ti su elementi obi¢no brojevi, najcesée realni ili kompleksni, no mogu biti i drugi objekti, poput
funkcija, vektora, diferencijalnih operatora, pa ¢ak i samih matrica. Za matricu s m redaka i n stu-
paca, m # n, kaZemo kako je pravokutna matrica tipa m x n ili tipa (m,n). Iz gornjeg zapisa je
evidentno kako je svaki redak matrice sacinjen od elementa Ciji je prvi indeks Cvrst (fiksan) i oz-
nacava redni broj retka, a drugi indeks se mijenja. Sli¢no, svaki stupac matrice sacinjavaju elementi
¢iji je drugi indeks Cvrst i oznaCava redni broj stupca, a prvi se indeks mijenja. Dakle, elementi
.., @iy tvore i—ti redak matrice, elementi ay;,as;,...,a,; tvore j—ti stupac matrice, dok
elementi ai1,a22, -, @min{m,nymin{mn} tvore dijagonalu matrice. Skup svih matrica tipa m X n oz-
nacavat ¢emo sa .#,, ,. Matrice imaju Siroku primjenu u inZenjerstvu (tehnici), racunalnoj grafici, fizici,
bioinformatici, ekonomiji i statistici kao i u inim drugim granama matematike.

aij1,a;2, -
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Jednakost matrica. Dvije matrice A i B su jednake, i piSemo A = B, ako su istog tipa (imaju jednak
broj redaka i jednak broj stupaca) i ako je a;; = b;j, (Vi, j), tj. imaju jednake odgovarajuce elemente za
sve parove indeksa i, j.

Kvadratne matrice. Ako je m = n kaZemo kako je A kvadratna matrica reda n. Za ele-
mente ai,d, ... d,, kaZzemo kako se nalaze na glavnoj dijagonali kvadratne matrice, a za elemente
aul,an,—12,- .- a1, Kazemo kako Cine sporednu dijagonalu kvadratne matrice A. Suma elemenata na
glavnoj dijagonali kvadratne matrice A naziva se tragom te matrice i oznaCava s tr(A). Dakle, vrijedi
apl +ax+ ...+ ap, = tr(A) (pojam traga matrice definirat ¢emo iskljucivo za kvadratne matrice).
Skup svih kvadratnih matrica reda n oznaCavat ¢emo sa .#,,. Na skupovima .#,, , i .#, definirane su
operacije zbrajanje matrica i mnoZenje matrice skalarom® (realnim ili kompleksnim brojem).

Vektor kao matrica. Ako je m = 1 kaZemo da je A ret¢ana matrica (ima samo jedan redak), a ako
je n = 1 kaZzemo da je A stupcana matrica (ima samo jedan stupac). Retéane i stupane matrice se jo$
zovu vektori. Tako govorimo o vektor—retku ili pak o vektor—stupcu. Govorimo li samo vekfor, onda
mislimo na vektor—stupac.

Nul-matrica. Matrica Ciji su svi elementi nule naziva se nul-matrica i oznacava s 0 neovisno o tome
kojeg je tipa ili reda. Stup€ana matrica €iji su svi elementi nule naziva se nul-vektor.

Dijagonalne matrice (definirana je samo za kvadratne matrice). Matrica kojoj su svi elementi
van glavne dijagonale jednaki nuli (a;; = 0, Vi # j) naziva se dijagonalna matrica. Poseban slucaj
dijagonalne matice je matrica reda 1, Ciji je jedini element neki realni ili kompleksni broj. Ovu matricu
moZemo poistovijetiti s tim brojem.

Jedini¢na matrica. Dijagonalna matrica kojoj su svi elementi na glavnoj dijagonali jednaki | naziva
se jedinicna matrica. Jedini¢na matrica ima, dakle, jedinice na svim dijagonalnim mjestima, a svi ostali
koeficijenti su joj nule. Oznacavamo ju slovom /, ponekad i slovom E, a ako se Zeli naglasiti da je ona
reda 7, tada se oznacava s I,. Evidentno je kako vrijedi I = [0;;], gdje s d;; uobicajeno oznatavamo
Kroneckerov3* delta simbol:

5, =L Mok = (3.1)
0 akoje i#j.

Trokutaste matrice (pojam je definiran samo za kvadratne matrice). Kvadratna matrica A = [a; ]
naziva se gornja trokutasta matrica ako je a;; = 0, Vi > j (svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki
su nuli), donje trokutasta matrica ako je a;; = 0, Vi < j (svi elementi iznad glavne dijagonale jednaki
su nuli). Evidentno je kako su sve dijagonalne matrice istovremeno i gornje i donje trokutaste matrice.

Transponirana matrica. Matricom A = [a; ;] tipa m x n jednoznacno je odredena matrica B = [b ;]
tipa n X m, definirana s

bji=ai; (Vi,Jj). (3.2)

Tu matricu nazivamo transponirana matrica matrice A i oznacavamo je s AT ili A’. Prema tome,
transponirana se matrica dobiva iz polazne matrice zamjenom stupaca s redcima, tj. i —ti stupac matrice

2 3
AT se podudara s i—tim retkom matrice A, Vi = 1,...,m. Akojenpr. A= |4 1|, onda je
0 2

AT — B ‘1‘ (2)] Nadalje, otito je uvijek (A7)T = A .

33 Skalar je drugi naziv za realan broj. Medutim, po potrebi skalarom nazivamo i kompleksne brojeve.
34 Leopold Kronecker, njemacki matematicar, 1823.—1891.
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(Anti)simetri¢ne matrice. Matrica A je simetricna ako je AT = A, tj. a;; = aj;, (Vi, j). Simetri¢na
matrica nu7no je kvadratna, jer kod matrica koje nisu kvadratne matrice A i A7 nisu istog tipa, pa ne mogu
biti jednake. Zbog evidentne simetrije u prirodi, simetricne matrice su ¢este u primjenama. Matrica je

antisimetri¢na ako vrijedi AT = —A, tj. a; j = —aj;, (Vi, j). Antisimetricna matrica nuZno je kvadratna
i ima nule na glavnoj dijagonali (a;; = aj; = a; = 0,Vi, j).

Operacije s matricama

Zbrajanje matrica. Zbrajati se mogu samo matrice istoga tipa. Ako su A i B matrice istoga tipa, tada je
njihov zbroj matrica
C=A+B,

matrica istoga tipa kao matrice A i B, za Cije elemente vrijedi:
cij =aij+bij (Vi, ). (3.3)

(Dvije se matrice zbrajaju tako da im se zbroje odgovarajuci elementi.)

( 3

Primjer 3.1 Odrediti zbroj A + B ako su:

1 2 0 1
A=|-3 5 i B=|3 1
9 2 -2 2
RjeSenje.
Vrijedi:
® 0 ®
A+B=|-3 S5|+|3 1|=]0 6]/].
9 2 —2 7 4

\. J

Zbrajanje matrica iz .#,, , ima sljedeca svojstva:

(71) (A+B)+C=A+(B+C), (asocijativnost)
(7Z2) A+ B=B+A, (komutativnost)
(7/3) za svaku matricu A vrijedi

A4+0=0+A=A, (postojanje neutralnog elementa)
(74) za svaku matricu A postoji njoj suprotna

matrica —A takvadaje A+ (—A) =0, (postojanje suprotnog elementa)
(75) (A+B)T =AT + BT, zasvaku A, B,C € My .

MnoZenje matrice skalarom. Nekasu A € RiA € .#,, , bilo koji skalar i matrica tipa m x n.
Umnozak matrice A skalarom A je matrica

B= 1A,
matrica istoga tipa kao matrica A s elementima:

b,’j:laij (Vl,]) (34)
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Dakle, matrica se mnoZi skalarom tako da se svaki njezin element mnozi tim skalarom.

4 )

Primjer 3.2 IzraCunati umnoZzak —2A ako je:

2 =2 5
RjeSenje.
Vrijedi:
1 0 —4 -2 0 8
_ZA__Z[z —2 5]_{—4 4 —10}
|
MnoZenje matrica iz .#,, , skalarom ima sljedeca svojstva:
(SI) A(A+B)=AA+AB, (distributivnost prema zbrajanju matrica)
(S2) (A+u)A =LA+ A, (distributivnost prema zbrajanju skalara)
(S3) (Au)A =71 (uA), (kvaziasocijativnost)
(S4) 0-A=0,
(S5 1-A=A, (netrivijalnost mnoZenja)
(S6) (AA)T = AAT, zasvakuA,B € My », A, 1L € R.
Suprotna matrica. Za A = — 1, matricu (—1) A oznaavamo s —A i zovemo suprotna matrica

matrice A. Sada je evidentno kako se matricno oduzimanje moze definirati pravilom:
A—B=A+(-B),

kao i da vrijedi:
(A—B)T =AT — BT,

Linearna (ne)zavisnost. Operacije koje su definirane na skupovima .#,, , i .#,, omogucuju da
pravimo linearne kombinacije matrica. Neka su zadane matrice A1, A», . .., Ay istog tipa, i realni brojevi
A, Aa, ..., Ag. Linearnom kombinacijom matrica A1, A5, . .., A nazivano matricu oblika:

AMA|+ A+ ... +)~kAk-

Brojeve A1, A;, ..., Ay zovemo koeficijentima linearne kombinacije. Za matrice A1, A5, ..., Ay istog
tipa kaZemo da su linearno nezavisne, ako:

klAl—l-lez—}—...—}—lkAk:O - )Ll:lz:...:lk:().

U protivnhom kazemo da su linearno zavisne. U tom slucaju se barem jedna od njih moZe prikazati
kao linearna kombinacija preostalih. Dodatno, za matri¢nu linearnu kombinaciju (s koeficijentima

A1, A2, ... A) kazemo da je trivijalna®, akoje A; = A, = ... = A; = 0; u protivnom, tj. &im je barem
jedan od koeficijenata A; # 0, i € [1, k], govorimo o netrivijalnoj matri¢noj linearnoj kombinaciji.
Stoga, matrice Aj,Ay,...,Ay istog tipa bit ¢e linearno zavisne ako se nul-matrica istog tipa moze

prikazati kao neka njihova netrivijalna linearna kombinacija.

35 Ako je matri¢na linearna kombinacija K = A{A| 4+ A2As + . .. + Az Ay trivijalna onda je o&ito K = 0, ali ne i obratno!
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{ 3

Primjer 3.3 Odrediti matri¢nu linearnu kombinaciju 2A + 3B — C ako su:

off ] el

Sto iz toga mozemo zaklju¢iti o linearnoj nezavisnosti matrica A, B i C?

RjeSenje.
1 1 5 0
aavan-c=2[]+3[ 1] -] - [I]

Vrijedi:
Dakle, postoji netrivijalna kombinacija matrica A, B i C koja daje nul-matricu, pa su matrice A,
B i C linearno zavisne. Primjerice, matrica C zavisi od matrica A i B po formuli:

C=2A+3B.
[ |
by
by
Umnozak vektor—retka i vektor—stupca. Nekasuredom [a; az ... a,|i | . | vektor-redak
by
1 vektor—stupac iste duljine. Njihov se umnoZak definira na nacin:
by
by
[al a ... an] | i=a1bi+arby+ ...+ aub,. 3.5)
bn

Rezultat ovog mnoZenja je matrica reda 1 koju poistovjeéujemo sa skalarom!

MnoZenje matrica. Mnoziti se mogu samo matrice kod kojih su dimenzije u posebnom odnosu,
tj. samo tzv. ulandane matrice. Za uredeni par matrica (A, B) kazemo da je ulancan ako druga matrica
ima toliko redaka, koliko prva ima stupaca. Na primjer, matrice A i B su ulancane ako je matrica A tipa
m X n,a matrica B tipa n X p (pri tom m i p mogu biti bilo kakvi). Rezultat je ovog mnoZenja matrica
tipa m X p (ima isti broj redaka kao matrica A i isti broj stupaca kao matrica B). Neka su A = [a;;] i
B = [b;;] redom matrice tipa m x nin x p. Opéi element umnoska C = AB dan je formulom:

n
Cij 1= ailblj —i—aizbz]‘ —+ ... —i—ainbnj = Z aikbkj. (3.6)
k=1

Dakle, matri¢ni element ¢;; je zbroj svih umnoZaka odgovarajucih elemenata iz i —toga retka matrice A s
onima iz j—toga stupca matrice B. Tehnika mnoZenja matrica prikazana je Slikom 3.1.

Vazno je istaci sljedece neuobicajeno svojstvo:

! Cak iako je umnozak A B definiran, umnozak BA to ne mora biti.
Zbog ovog svojstva, ali i u sluc¢aju da postoje AB i BA, vrijedi da mnoZenje matrica opcenito NLJE
komutativno, tj. opéenito je AB # BA. Stoga, moramo posebno razmatrati mnoZenje matrica s lijeve i s
desne strane, i voditi o tome racuna, posebice u zadatama rjeSavanja matri¢nih jednadzbi.



104 Poglavlje 3. Matrice i determinante

- s

7T -

d 3a+4b 3c+4d

Slika 3.1: Tehnika mnoZenja dviju matrica dimenzija 2 x 2.

Primjer 3.4 Neka su:

2 0 @) 4
:[;§2]1321324
3 601 2

Ako postoji matrica C = AB, odrediti njezin element ¢3!

RjeSenje.

Matrica C = AB postoji jer matrica B ima onoliko redaka, koliko matrica A ima stupaca (ulancane
su). Nadalje, vrijedi:

€23 :a21b13—|—a22b23—|—a23b3322'3+5'2+3‘1:-

. 7

Za proizvoljne matrice A, B, C i skalar A, te za odgovarajuéu jedini¢nu matricu I i nul-matricu 0,
ako su svi umnosci definirani, vrijede sljedeca svojstva mnoZenja:

(M1) (AB)C =A(BC), (asocijativnost)

(M2) A(B+C)=AB+AC, (distributivnost s lijeva)

(M3) (A+B)C=AC+BC, (distributivnost s desna)

(M4) A(AB) = (AA)B =A(AB), (kvaziasocijativnost)

(M5) Al =1A=A, (postojanje neutralnog elementa)

(M6) A0 =0A =0,
(M7) (AB)T =BTAT.

Vazno je istai i dodatna dva neuobicajena svojstva mnoZenja matrica:
! akoje A # 0, jednakost AB = AC ne povlaci nuzno B = C,
! akoje AB = 0, tadane morabitiA = 0 NITI B = 0.

Matricni polinom. Neka je A kvadratna matrica. Tada se potencija matrice A definira induktivno
(definirana je samo za kvadratne matrice):
A'=1, A'=A, A"T'=A"A, (VneN).
Lako se dokazuje da vrijedi:
A"AT = ATAM = AT (AT =A™, (Ym,n € N).

Ako je f(x) = oux™ 4+ ... 4+ o1x + ap bilo koji polinom stupnja m, tada matricni polinom, za
proizvoljnu kvadratnu matricu A, definiramo kao:

fA) = A"+ ...+ oA+ apl. (3.7)
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Kvadratnu matricu A reda n nazivamo:

[ involutivnom = A=,

[ anti-involutivnom o AT=—],

L] idempotentnom & A% =A,

L1 nilpotentnom & AP =0zaneko p € N.

Primjer 3.5 Odrediti f(A) ako su zadani:

matrica A = [(1) _23] i polinom f(x) = x? —2x+3.

RjeSenje.
Vrijedi:
f(A) =A% —24+43].

Nadalje, imamo:

maa=s 2[5 Al=loii e osa s )=l S

f(A)Z[(l) _94}—2[(1) _23]“[3 ﬂ=[(2) 188]

Sada je:

3.3 Regularne matrice i Gaussov algoritam za invertiranje matrice

Regularne matrice. Za kvadratnu matricu A reda n kaZzemo da je regularna matrica (invertibilna ili
nesingularna) ako postoji kvadratna matrica B za koju vrijedi:

AB=BA=1.

Inverzna matrica. Matricu B koja zadovoljava gornji identitet nazivamo inverznom matricom matrice A,
i oznadavamo ju s A~!. Dakle, za svaku regularnu matricu A vrijedi:

AATl =A"1A=1.

Inverzna matrica A ~! matrice A je, ako postoji, jedinstvena, nuzno kvadratna i istog reda kao matrica
A, te za nju dodatno vrijedi da je:

(A =4

Jedini¢na matrica / je regularna i sama sebi inverzna (I =7 ) jer vrijedi I - I = I. Inace, za
kvadratnu matricu A za koju vrijedi A~!' = A kaZemo da je involutivna (nije tesko dokazati kako je
svojsto A~! = A ekvivalentno s A> = I). Postoje brojne kvadratne matrice A koje nemaju inverznu
matricu A~!. Za kvadratnu matricu A reda n kazemo da je singularna ako nije regularna. Kvadratna
matrica A reda n je singularna akko postoji netrivijalni vektor—stupac s € R” takav da je As = 0.
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Ako su A i U regularne matrice, A # 0 proizvoljan skalar i n € N proizvoljan, tada su i matrice AU,
AA, A", AT regularne i vrijedi:

(AU)—IZUflAfl’ (An)—lz (Afl)n’

A4yl =a7tal (AT =T

Prva formula u prethodnome paragrafu vrijedi i za umnoZak m regularnih matrica — ako su

Ay, ..., A, regularne, tada je i matrica A| - A, - ... - Aj, regularna i vrijedi:
(Al -Ax-...-Ap) ' =A A AT
1 2. .. m mo e 2 1 -

Ispitivanje regularnosti kvadratne matrice A, kao i racunanje njezine inverzne matrice A~ moguce je
vezati za pojam linearne (ne)zavisnosti matrica, teoriju determinanti*®, o demu ée vise biti rijeci u odjeljku
3.5, za njezin rang®’ (vidi odjeljak 3.6), te za takozvani Gaussov algoritam za invertiranje matrice.

Elementarne transformacije matrice. Neka je A € .#,, ,,. Elementarnom transformacijom matrice
A (ili nad matricom A) nazivamo svaki od ovih postupaka:

(E1) zamjena dvaju redaka (ili dvaju stupaca) matrice A (permutiranje redaka ili stupaca),

(E2) mnozenje nekog retka (ili nekog stupaca) matrice A bilo kojim skalarom razlicitim od nule,

(E3) dodavanje nekog retka (ili nekog stupaca) matrice A bilo kojem drugom retku (ili bilo kojem
drugom stupcu) te matrice.

Ekvivalentne matrice. Neka su A, B € .#,, , dvije matrice istog tipa. KaZzemo da je matrica A
ekvivalentna (ili slicna’®) matrici B, i pisemo

A~ B,
ako postoji konacan niz matrica istog tipa
A=A,Ay,.. . Ap-1,Ar =B

sa svojstvom da se matrica A; dobiva primjenom jedne od elementarnih transformacija (E1)—(E3) na
matricu A; 1, zasvakii =2,3,...,k. OCito je da je ~ jedna relacija ekvivalencije’ na skupu Mo n
(cijepa skup svih matrica tipa m x n na medusobno disjunktne podskupove, takozvane klase ekvivalencije).
Nadalje, za dvije kvadratne matrice istoga reda, A, B € .#,,, vrijedi da je matrica A ekvivalentna matrici
B akko postoji regularna matrica 7' € .#), takva da vrijedi:

B=T"'AT (ili TB=AT).

Za regularnu matricu 7' u tom slucaju kazemo da obavlja konjugiranje (ili sprezanje) matrica A i B.
Dodatno, ako je kvadratna matrica A regularna i B ekvivalentna s njom, tada je 1 matrica B regularna.

Elementarne transformacije matrice bit ¢e nam od velike koristi i pri rjeSavanju nekoliko drugih
problema matri¢ne algabre, kao na primjer pri rjeSavanju linearnih sustava (vidi sljedeée poglavlje), pri
racunanju determinanti kvadratnih matrica, te pri odredivanju ranga proizvoljne matrice.

36 Neka je A kvadratna matrica reda n. Ona je regularna akko vrijedi det (A) # 0.

37 Za kvadratnu matricu n—tog reda kaZemo da je regularna ako joj je rang jednak 7.

38 Sli¢ne matrice nisu “sli¢ne” u lai¢kom smislu — one mogu izgledati naizgled posve razlicito, kao §to i to to se neke dvije
matrice istog tipa razlikuju moZda tek u nekoliko elemenata ne govori ni§ta o njihovoj sli¢nosti.

39 Binarna relacija na skupu koja je refleksivna, simetricna i tranzitivna.
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r

Primjer 3.6 Ispitati ekvivalentnost matrica:
-2 6| . -4 3
A= [2 5] PE= [10 7]'

RjeSenje.
Ispitajmo postojanje kvaratne matrice T = [Z 2], takve da vrijedi 7B = AT, odnosno:

 [-2a+6b —2c+6d

o [—Za—i— 5b —2c—|—5d]'

—4a—10c¢ 3a-+7c
—4b—10d 3b-+7d

Sada, izjednaCavanjem odgavarajucih elemenata mora vrijediti:
—4a—10c = —2a+6b
—2c+6d =3a+7c
—4b—10d = —2a+5b
—2c+5d =3b+7d

la=-5,b=0,c=1id=-1|

1
0 — 1] je regularna, jer slicnim postupkom nalazimo kako

-1 -1
postoji (jedinstvena) kvadratna matrica M = [ 0/ > B { >

Dobivena kvadratna matrica 7 — [
], za koju vrijedi:
TM =MT = 1.

Dakle, zadane matrice A 1 B su ekvivalentne! [ |

J

Gaussov*’ algoritam (postupak) za invertiranje matrice. Ovaj algoritam se zasniva na ele-
mentarnim transformacijama samo nad retcima kvadratne matrice, kojima se ne mijenja broj linearno
nezavisnih redaka te matrice. Za proizvoljnu kvadratnu matricu A reda n ovaj postupak je formalno
opisan sljede¢im koracima:

[K1] Formiramo blok*' matricu [A | I] tipa n x 2n, u kojoj je s desna matrice A napisana
jedini¢na matrica / istoga reda kao i matrica A.

[K2] VrSimo Gaussove elementarne transformacije samo nad retcima ove blok matrice dok u
lijevom bloku ne dobijemo jedini¢nu matricu /, tj. dok ne dobijemo blok matricu oblika
[I | B], ili dok u lijevom bloku ne dobijemo nul-redak.

[K3] Ako smo u lijevom bloku uspjeli dobiti matricu /, onda je kvadratna matrica A regularna i
vrijedi A~! = B. Ako smo pak u lijevom bloku dobili nul-redak, onda kvadratna matrica
A nije regularna i ne postoji njoj inverzna matrica.

40 Carl Friedrich Gauss, njemacki matematicar i astronom, 1777.—1855. Svestrani matematicki genij i jedan od najveéih
matematicara uopce.

41 Blok matrica je matrica podijeljena na manje pravokutne matrice, koje nazivamo blokovima. Te blokove moZemo smatrati
pojedinacnim elementima matrice, §to omogucuje pojednostavljenu analizu i operacije nad njom, osobito kod velikih dimenzija.
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{ 3

Primjer 3.7 Gaussovim algoritmom za invertiranje odredite inverznu matricu A~! matrice:

1 2 3
A= (2 5 3.
1 0 8

RjeSenje.
Vrijedi:
123 100 1 2 3 | 1 00
[AI]:253|010~{I;2__2151}~0 1 -3 | -210
108 001 o 0 -2 5 | -1 01
12 3 | 1 00 12 3 | 1 0 0
~{R3+2Ry}~|0 1 -3 | -2 1 O~ [0 1 =3 -2 1 0
00 -1 | -5 21 00 1 5 -2 -1
120 -14 6 3 1 00| —40 16 9
~10 10 13 -5 -3|~|0 10 13 -5 -3|=[|B].
001 | 5 -2 -1 001 5 -2 -1

Dakle, zadana matrica A je regularna i vrijedi:

—40 16 9
A'=Bp=1]13 -5 -3|.
5 -2 —1

3.4 Matricne jednadzbe

Linearne matri¢ne jednadzbe s kvadratnim matricama. Linearne matri¢ne jednadZbe s kvadratnim
matricama su jednadzbe oblika

AX = B, 3.8)
odnosno
YA =C, (3.9

gdje su A, B i C zadane, poznate matrice uz uvjet da je broj redaka matrica B i C jednak redu kvadratne
matrice A, a X i Y su matrice nepoznanica, ulancane s kvadratnom matricom A.

Ako je matrica A regularna, jednadzba (3.8) ima jedinstveno rjesenje. Ovu jednadZbu rjeSavamo
mnoZenjem s lijeva inverznom matricom A~! matrice A. Dakle, za kvadratnu matricu A matri¢na
jednazba AX = B ima rjeSenje X = A~!B jedino ako je A regularna matrica, i analogno, matri¢na
jednazba YA = C ima rjeSenje Y = CA~! jedino ako je A regularna matrica. Ako A nije regularna
matrica, opisana metoda se ne moze primijeniti (jer ne postoji A~!). U ovom slucaju, obje jednadzbe
ili nemaju rjesenja ili ih imaju beskonacno mnogo. Kod rjeSavanja linearnih matri¢nih jednadzbi s
kvadratnim matricama moramo biti na dodatnom oprezu, odnosno stalno imati na umu da mnoZenje
matrica opéenito nije komutativno, kao i da mnoZenje s desna valja razlikovati od mnoZenja s lijeva!
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Linearne matri¢ne jednadZbe s pravokutnim matricama tipa m x n, m # n. Linearne matri¢ne
jednadZbe s pravokutnim matricama m x n, m # n su takoder jednadZbe oblika (3.8) ili (3.9), gdje su
A, B i C zadane, poznate matrice uz uvjete da su matrice nepoznanica X i Y ulancane s pravokutnom
matricom A tipa m x n. U tom slu€aju je broj redaka matrice B jednak broju m, broj stupaca matrice B
je jednak broju stupaca matrice X, i dodatno broj redaka matrice C je jednak broju redaka matrice Y i
broj stupaca matrice C je jednak broju n.

Ako su svi uvjeti ispunjeni, rjeSavanje jednadzbi (3.8) i (3.9) se svodi na rjeSavanje pridruZenih
linearnih sustava (vidi Primjer 3.8).

{ 3

Primjer 3.8 Rijesiti matricnu jednadzbu AX = B, gdje su:

2 0 2 0 6
A=12 -3| 1 B=|—-1 -6
1 —1 0o -2 1
RjeSenje.
Ocito matrica X mora biti tipa 2 X 3, pa je zapiSimo u obliku X = [’Z 2 ]ec] Sada, vrijedi:
2a 2c 2e 2 0 6
AX=B & (2a—3b 2c—3d 2e-3f| =|—-1 -6 0
a—>b c—d e—f 0o -2 1

Izjednacavanjem odgavarajucih elemenata u gornjim matricama slijedi:

(2a=2, 2¢=0, 2e=6

2a—3b=—1

2¢—3d =—6

2e—3f=0 & a:l,b:l,e:O,d:2,e:3ifzz\.
a—b=0

c—d=-2

le—f=1

Dakle, traZena matrica X glasi:

3.5 Pojam determinante. Osnovna svojstva

Determinanta. Svakoj je kvadratnoj matrici reda n pridruZen skalar — njezina determinanta. Taj broj
oznacavamo s det(A) ili pak s |A|. Pri raunanju determinanti koristit ¢emo i zapis:

aipr aiz -+ Q4in
azp dzy -+ dap

dnl dp2 -+ dpp
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Kako je ovaj zapis sli¢an onome kod matrica (sada, razlikovanja radi, pripadajuéu pravokutnu tablicu
zapisujemo u okomitim zagradama), govorit ¢emo — bas$ kao i kod matrica— o elementima determinante,
njezinom retku ili stupcu, iako je ona (kad se izracuna) tek jedan broj.

Determinante kvadratnih matrica definirat ¢emo induktivno po njihovu redu n. Krenut éemo od
kvadratnih matrica maloga reda. Za n = 1 i matricu A = [a;;] definiramo**:

det(A) = |a11| =ap.

. app a2 .
Za kvadratnu matricu reda 2, odnosno za A = definiramo:
azy a
app ap

det(A) = i=ajjax —azai.

azr  dajz

(Determinanta kvadratne matrice reda 2 jednaka je razlici umnoska elementa glavne i umnoska elemenata
sporedne dijagonale.)

Determinante kvadratnih matrica reda n veeg od 2, odnosno n > 2, definirat ¢emo induktivno, tj.
determinantu reda n definirat ¢emo kao zbroj n determinanti reda n — 1. Za ovu definiciju potrebno je
uvesti pojmove minore i algebarskog komplementa matrice, odredene nekim njezinim elementom.

Minora elementa a;;. Neka je A kvadratna matrica reda n. Minora D;; elementa a;; matrice A
je determinanta matrice koja nastaje kad iz matrice A ispustimo (uklonimo, eliminiramo ili precrtamo)
i—ti redak i j—ti stupac. Pojam minore moZe se generalizirati: pod minorom reda k matrice A tipa
mxn, m#n ik <min{m,n}, podrazumijevamo determinantu bilo koje matrice koja nastaje kad iz
matrice A ispustimo m — k redaka i n — k stupaca.

Algebarski komplement elementa a; ;. Neka je A kvadratna matrica reda n. Algebarski komplement
(kofaktor ili adjunkt) A;; elementa a;; matrice A je broj definiran sa:

a a2 ... ayj ... dip
ary azy ... agj ... Aoy

_ i+j _(_1\it+J
Ay = (=)™ = (=1 ) .
197} 197} &y a
ap1 Ap2 ... Qhj ... dpp

Determinanta proizvoljne kvadratne matrice A reda n veceg od 2 je broj det(A) definiran s (razvoj
po i—tom retku):

n
det(A) = Y a;;Aij, i€ {1,2,...,n},
=1

ili (razvoj po j—tom stupcu):

n
det(A) = Y a;jAij, je{1,2,....n}.
i=1
Razvoji pomocu kojih je definirana determinanta nazivaju se jos i Laplaceovi razvoji*® po retku ili stupcu,
te se moze pokazati da svi daju isti rezultat. Dakle, determinanta proizvoljne kvadratne matrice reda
n (Vn € N, n > 2) je dobro definirana.

42 Ovdje |ay | oznatava determinantu, ne apsolutnu vrijednost. Takoder, zapis determinante |A | ne treba dovoditi u vezu s
“apsolutnom vrijedno$¢u matrice” jer ta nije niti ¢e ikad biti definirana.
43 Pierre Simon de Laplace, francuski matematicar i astronom, 1749.—1827.
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+ o+ 4+

Slika 3.2: Sarrusovo pravilo za raunanje determinante proizvoljne kvadratne matrice reda 3.

Sarrusovo™ pravilo. Za razvoj determinante kvadratne matrice A reda 3 po njezinu prvom retku
vrijedi:

ay ap ap
a1 axp ax|=aj-(—
asy azxp  asz

azr  dapz
asp  dasp

az1 azs
aszyp dass

1)1+1 dazy A3
aszy ass

+012'(—1)1+2 +a13-(—1)1+3

=a11a22a33 —a11d23A32 —A12d21a33 +ajpazzasz) +aizaz azy —ayzapadsg.

Dakle, moZemo uociti kako se determinanta proizvoljne kvadratne matrice reda 3 racuna kao suma 6
pribrojnika, svaki od kojih je umnoZak tri elementa te matrice, pri ¢emu se tri pribrojnika zbrajaju, a
tri oduzimaju. Ovakav uoceni zakon daje nam jednostavno memotehnicko pravilo za izraCunavanje
determinanti kvadratnih matrica reda 3, kojeg zovemo Sarrusovo pravilo. Algoritam prikazan Slikom 3.2
kaze da se:

determinanti proizvoljne kvadratne matrice reda 3 dopisu s desna prva dva njezina stupca,
pa se onda zbrajaju umnosci elemenata na glavnoj dijagonali i njoj paralelnim pravcima
(padajuce dijagonale) i od toga se oduzimaju umnosci elemenata na sporednoj dijagonali i
njoj paralelnim pravcima (rastuce dijagonale).

Analogno pravilo dobivamo ako, alternativno, ispod determinante proizvoljne kvadratne matrice reda 3
pripiSemo njezina prva dva retka!

{ 3

7 4 1
Primjer 3.9 Sarrusovim pravilom izraCunati determinantu matrice: A = [3 1 2
4 1 1
Rjesenje.
Vrijedi:
7 4 1|7 4
det(A) =13 1 2|3 1
4 1 14 1

=7-1-14+4-2.441-3-1-4-1-1-1-2-7—-1-3-4=[12]

44 Pierre Frédéric Sarrus, francuski matemati¢ar, 1798.-1861.
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Svojstva determinanata. Nazalost, lako je primijetiti kako izracunavanje determinanti kvadratnih
matrica viSeg reda prati veliki broj operacija mnoZenja i zbrajanja na njezinim elementima
(ukupno n - n! — 1). Tako npr. determinanta kvadratne matrice reda 10 ima osnovnih
pribrojnika, a pribrojnik je umnoZak od po jednog elementa iz svakoga retka i svakoga stupca
ove matrice. Nasrecu, raCunanje se moze pojednostaviti koriste li se neka “lijepa” svojstva
determinanata. Za determinante vrijede sljedeca osnovna svojstva:

determinanta ne mijenja vrijednost ako njene retke zamijenimo stupcima ili obrnuto, odnosno
det(A) = det(AT) (stoga sva dalje navedena svojstva za retke determinante vrijede i za njene
stupce),

determinanta je jednaka nuli ako su elementi dvaju njenih redaka jednaki ili proporcionalni ili je
jedan redak linearna kombinacija nekih drugih redaka ili ako su svi elementi nekog retka jednaki
nuli,

zamjenom dvaju redaka determinanta mijenja predznak,

faktor, zajedniCki svim elementima nekog retka, moZemo izluciti (staviti) ispred determinante
(ekvivalentno: determinanta se mnoZi nekim brojem tako da se tim brojem pomnoZe svi elementi
samo jednog retka),

ako se dvije determinante istog reda n, razlikuju samo u elementima jednog te istog retka, onda
se one smiju zbrojiti tako da se zbroje odgovarajuci elementi tih redaka, dok se ostali retci ne
mijenjaju,

dodamo (oduzmemo) li nekom retku elemente drugog retka ili linearnu kombinaciju drugih redaka,
ne mijenjamo vrijednost determinante,

za kvadratnu matricu A reda n i bilo koji skalar A € R je: det(AA) = A" det(A),
determinanta trokutaste matrice jednaka je produktu elemenata na njezinoj glavnoj dijagonali,

za determinantu umnoska dvije kvadratne matrice istog reda n vrijedi Binet-Cauchyjev®
teorem: det(AB) = det(BA) = det(A)det(B), odnosno det(A~!) = 1/det(A) (ako je
det(A) # 0, tj. ako je A regularna kvadratna matrica),

suma umnoZaka svih elemenata a;; nekog (i—tog) retka determinante reda n s algebarskim
komplementima A j; pripadajucih elemenata drugog (j —tog) retka jednaka je nuli:
ailAjl+ai2Aj2+...+ainAjn:0 (l#])

Svojstva i nam jasno kazuju kako elementarne transformacije kvadratne matrice
vrijednost njezine determinante. Ipak, vrijedi sljedece vazno svojstvo (neposredna i jednostavna posljedica
Binet—Cauchyjevog teorema:

determinante dviju medusobno ekvivalentnih kvadratnih matrica su ili obje jednake nula ili
obje razliCite od nula (slicne kvadrtane matrice imaju istu determinantu i isti trag, ali obrat ne

vrijedi).
Nadalje, nije tesko zakljuciti kako je za kvadratne matrice viSeg reda, nacin raCunanja
njihovih determinanti, onaj koji elementarnim transformacijama matricu svodimo na gornju trokutastu
matricu, a zatim determinantu odredimo prema osnovnome svojstvu . MoZe se pokazati kako

algoritam za raunanje determinante kvadratne matrice reda 7 u ovome slu¢aju zahtijeva priblizno 213 /3
operacija, §to prema n - n! — 1 operacija jamci golemu usStedu u vremenu potrebnom za raunanje.

4 Jacques Philippe Marie Binet, francuski matemati&ar i astronom, 1786.~1856.,
Augustin Louis Cauchy, francuski matematicar, 1789.—1857.
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Primjer 3.10 IzraCunati determinantu matrice:
1 2 0 1
2 3 -1 0
A=10o —1 2 4
-1 0 4 -1
RjeSenje.
Vrijedi:
1 2 0 1 1 2 0 1
2 3 -1 0| ([Ry—2R; |0 -1 -1 =2| [R3—R;
detld) =1o 1 2 4 _{R4+R1}_0 1 2 4 _{R4+2R2}
-1 0 4 -1 0 2 4 0
1 2 0 1 1 2 0 1
0o -1 —1 =2 0 1 1 2
=0 0 3 6|=3%0 0 1 2|=Re—Rs}
0 0 2 -4 0 O -2
1.2 0 1
0o —-1. -1 =2
=6 0 0 \\1\ 2 =6 [1 (71) 1 (74)]:
0 O 0 -4
[ |

Determinanata i inverzna matrica. Neka je A kvadratna matrica reda n. Ako je A regularna matrica,
onda je:

-1 I o7
B detAA ’
edje je matrica AT = adj(A) adjunkta matrice A, a matrica A matrica algebarskih komplemenata matrice
A (matrica ¢iji su elementi algebarski komplementi originalne matrice A). Dodatno, vrijedi:
! kvadratna matrica A reda n je regularna akko je det(A) # 0,
I AAT = ATA = det(A)I,
! det(A)-det(AT) = (det(A))".

Primijetimo kako AAT = ATA = det(A)I vrijedi ¢ak i ako je det(A) = 0. Nakon svega, algoritam
racunanja inverne matrice za kvadratnu matricu A reda n, primjenom determinanti, formalno je opisan
sljede¢im koracima:

[K1] Racunamo determinantu matrice A, tj. det(A). Ako je determinanta razli¢ita od nule,
nastavljamo. Inace, matrica nema inverza.

[K2] Odredimo algebarski komplement svakog matri¢nog elementa u matrici A i formiramo
matricu algebarskih komplemenata.

[K3] Transponiramo dobivenu matricu algebarskih komplemenata i zatim je podijelimo s
izraCunatom determinantom.
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Primjer 3.11 IzraCunati (ako postoji) inverznu matricu matrice:
1 2 3
A= |2 5 3.
1 0 8
RjeSenje.
Vrijedi:
17213
det(A) =1|2 5 3| = razvoj po 2. stupcu
1 0 8
2 3 1 3
f— . —_— 3: . _— 4-
=2-(—1) 1 8‘+5 (—1) ‘1 8‘
=(—2): —3)+5-(8—3)=-26+25=— .
2)-(16-3)+5-(8—-3 26 +25 1#0
Dakle, postoji A~ !!
Nadalje, vrijedi:
53 2 3
Ay = (-1)!*! o gl =40 A12:(-1)1+21 g| =13 Az = (-1)I3
2 3 1 3
A :(_1)2+1 - —-16 Ayy = (_1)2+2 e -5 A23:(_1)2+3
2 3 1 3
A31 :(_1)3+1 = -9 A32: (_1)3-1—2 5 3 =3 A33:(_1)3+3
Sada je
40 —13 -5 40 —13 =517 [-40
A=|-16 5 2| =>A'= -16 5 2| =|13
-9 3 1 -9 3 1 5

DO = = —_— N

16
=3
=2

Do O O W

N\

9
=3 ||.
-1

3.6 Matricin rang

Podmatrice. Neka je zadana proizvoljna pravokutna matrica A tipa m X n. Podmatrica matrice A je
svaka matrica koja se iz matrice A moZe dobiti uklanjanjem (eliminacijom) bilo kojih njezinih redaka
i/ili stupaca. Analogno, ako se u pravokutnoj matrici A tipa m X n uoci bilo kojih r redaka i s stupaca,
1<r<mi1<s <n,ondasva njihova “presjeci§ta” tvore matricu tipa r X s koju nazivamo
podmatricom ili submatricom matrice A. Posebno ¢e nam biti vazni sluajevim =nir=s =n— 1, tj.
podmatrice §to se dobivaju uklanjanjem tocno jednog retka i tocno jednog stupca iz kvadratne matrice A.
Ocito je svaka matrica sama sebi podmatrica dobivena uklanjanjem O redaka i O stupaca. Posebno je
svaki element matrice A, jedna njezina podmatrica.
Poddeterminante. Determinantu kvadratne podmatrice (r = s) nazivamo poddeterminantom ma-
trice A. Ako je A kvadratna matrica (m = n), govorimo i o poddeterminanti determinante det(A).
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ayp djz 43 di4 ayp diz a3z di4 app [ dijz2 aiz [ di4
axy a4 a3 ax axy ax a3 ax ay ax ax axy
azy as asz |az |’ a1 asy aszz az |’ as1 azy a3 a4
a41 a4 Q43 Q44 as) a4y a4z | Aaq as1 [asy  asz [ aag

Slika 3.3: Nekoliko razli¢itih podmatrica proizvoljne kvadratne matrice A reda 4.

Rang matrice. U prethodnome odjeljku pokazali smo kako regularne (invertibilne) matrice mozemo
karakterizirati pomocu njihove determinante. Rang matrice jos je jedan konstrukt prikladan za prepoz-
navanje regularnih matrica i racunanje njihovih inverznih matrica. Rang je, medutim, za razliku od
determinante, definiran za sve matrice (ne nuzno kvadratne), §to ga €ini jednim od najvaznijih pojmova
linearne algebre. Dakle, svakoj se pravokutnoj matrici A tipa m X n moZe odredenim postupkom pridruZiti
nenegativni cijeli broj, rang matrice, koji daje informaciju o stupnju “degeneriranosti” te matrice. U
literaturi ovog udzbenika mogu se pronaci barem tri razlicite definicije ranga matrice.

[1] Neka je A proizvoljna pravokutna matrica tipa m x n. Rang r(A) matrice A je red njezine najvece
regularne kvadratne podmatrice, odnosno red njezine najveée kvadratne podmatrice kojoj je determinanta
razli¢ita od nule. Dakle, reci éemo da proizvoljna pravokutna matrica A tipa m X n imarang r = r(A),
ako sadrZi kvadratnu podmatricu »—toga reda determinanta koje je razlicita od nule i ako je determinanta
svake kvadratne podmatrice od A reda veéeg od r jednaka nuli. OCito je r(A) < min{m,n} ¢im je
matrica A tipa m X n. Za kvadratnu matricu A reda n, a za koju je r(A) = n kazemo da ima puni rang.

[2] Takoder, kaZemo da proizvoljna pravokutna matrica A tipa m x n imarang r = r(A) akko sadrZi
tocno r linearno nezavisnih redaka (stupaca); preostali retci (stupci) su neke njihove linearne kombinacije
(rang matrice je (maksimalni) broj linearno nezavisnih redaka (stupaca) te matrice).

4 )

Primjer 3.12 Odrediti rang matrice:

S

I
NN
—_— W N
S k=
—_ 3 W

RjeSenje.
Pravokutna matrica A je tipa 3 X 4 i ima Cetiri kvadratne podmatrice treéega reda (dobivamo ih
ispustanjem po jednog stupca):

Y

2 1 3 4 1 3 4 2 3 4 2 1

3 4 7], 6 4 7], 6 3 7], 6 3 4

1 0 1 2 0 1 2 1 1 2 10
i sve one imaju determinantu jednaku nuli (racun ostavljamo citatelju za vjezbu)! Dakle, rang
matrice A nije 3.

Nadalje, buduci postoji barem jedna kvadratna podmatrica od A drugoga reda kojoj je determinanta
razlicita od nule (npr. ona u “donjem desnom kutu”), slijedi da je r (A)=2 .

\ J

Nije tesko zakljuciti kako je vrlo nezgrapno i mukotrpno odredivati rang bilo koje matrice po prvoj
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definiciji, jer je, u slucaju velikih dimenzija, za tu svrhu potrebno izraunati i suvise mnogo determinanti.
Radi vaznosti matriina ranga, poZeljno je otkriti Sto jednostavniju tehniku njegova odredivanja. Lako

se moZe pokazati kako elementarne transformacije na matrici na (ne)isCezavanje
poddeterminanata, tj. kako elementarne transformacije rang matrice, pa stoga zaklju¢ujemo
da ! Dakle, u svrhu lakSeg odredivanja ranga proizvoljne
matrice A preporucljivo je, elementarnim transformacijama , matricu svesti

na njoj ekvivalentnu matricu, kojoj je rang evidentan. Na primjer najjednostavniji ekvivalentan oblik
proizvoljne matrice A je njezin tzv. reducirani oblik, u oznaci Ag. Na koncu je dovoljno samo baciti
pogled na dobivenu matricu Ag i o€itati . Ovaj postupak je valjan (razuman)
jer elementarne transformacije na matrici (zamjena (permutiranje) redaka, skaliranje ili dodavanje bilo
kojem retku linearne kombinacije drugih redaka) ne mijenjaju rang, i jer se uklanjanjem iz matrice nekog
retka, Ciji su svi elementi nule, njezin rang nece promijeniti, pa je nuzno:

r(A) = r(Ag).

Reducirani oblik (forma) matrice. Neka je A proizvoljna kvadratna matrica tipa m x n. KaZemo da
je matri¢ni element a; ; stoZer (pivot) retka i, ako je to prvi ne—nul element u tom retku. Stupci matrice A
koji sadrZe stoZere redaka nazivaju se stoZerni ili pivotni stupci. KaZemo da je matrica A u reduciranom
obliku Ag ako vrijedi:

svi nul-retci (ako takvih ima) nalaze se iza ne—nul redaka, odnosno iza onih redaka koji sadrZe
barem jedan ne—nul element,
stoZer svakog retka je desno od stoZera prethodnog retka.

KarakteristiCna (tipi¢na) shema matrice u reduciranom obliku (koji se nerijetko naziva retCana
eSalonska forma matrice) prikazana je Slikom 3.4. MoZe se pokazati kako je svaka matrica A ret¢ano
ekvivalentna matrici u reduciranom obliku Ag. Stoga je: r(A) = r(Ag), odnosno vrijedi da
je rang proizvoljne matrice A jednak broju ne-nul redaka u reduciranom obliku matrice Ag, tj. broju
stoZernih stupaca.

Nadalje, moZe se uociti da ¢e matrica u reduciranom obliku biti regularna ima puni rang. Dakle,
proizvoljna kvadratna matrica A reda n je regularna ima puni rang, tj. ako vrijedi: r(A) = n.
Reducirani oblik takve kvadratne matrice jedini¢na je matrica!

Za rang matrice jos vrijedi:

r(A) =r(AT) (VA € Mpn),

r(A+B) <r(A)+r(B) (VA,B € Mnn)

r(AB) <min{r(A),r(B)} (VA€ Mpny, BE My p),

mnoZenjem proizvoljne pravokutne matrice A € .#,, ,, s regularnom matricom (bilo s lijeva, bilo
s desna) ne mijenja se njezin rang.

SO OO O*
SO OO O *
S OO O(x) *
S O Dl(*) * *
O O O ¥ X *
S O O ¥ * ¥
S O (%) % *x *
O O ¥ ¥ ¥ %

Slika 3.4: Tipicna shema za matricu koja je u reduciranom obliku. StoZeri redaka su zaokruZeni.
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Primjer 3.13 Nac¢i reducirani oblik i odrediti rang matrice A, ako je:
2 =2 4 =2
2 1 10 7
A= -4 4 -8 4
4 -1 14 6
RjesSenje.
Primjenom elementarnih transformacija samo nad retcima matrice A vrijedi:
2 -2 4 -2 [ (2) -2 4 =2 2) -2 4 -2
A 2 1 10 7 0O 3 6 9 0 3 6 9
-4 4 -8 4 -4 4 -8 4 0o 0 o0 o
4 -1 14 6 | 4 -1 14 6 4 —1 14 6
(@ =24 2] [@ =2 4 -2
0 3 6 9 0 3 6 9
“lo 0o 0o o |T]0O 0 0 O
| 0 3 6 10 | 0 0 0 (1
[(2) -2 4 -2
0 (3 6 9
~ 0 —707770*:7{/;1;}7 = F(A) =3
|0 0 0 0 |
AR
|

Svojstvene vrijednosti i vektori

Premda se svojstvene (ili vlastite) vrijednosti i vektori mogu definirati na razini linearnih operatora (vidi
odjeljak 5.4), u praksi se najcesce koriste na razini matrica. Naime, svakom linearnom operatoru u bilo
kojem paru baza pripada matrica, pa se problem svojstvenih vrijednosti operatora moze reducirati na
problem svojstvenih vrijednosti matrica.

Svojstveni vektor i svojstvena vrijednost. Kazemo da je A € C svojstvena vrijednost kvadratne
matrice A € ., ako postoji vektor x € C", x # 0 takav da vrijedi:

Ax = Ax.

Za vektor x kaZemo da je svojstveni vektor matrice A koji pripada svojstvenoj vrijednosti A. Ako je A
realna kvadratna matrica, svojstveni vektor od A je netrivijalni vektor iz R", a svojstvena vrijednost skalar
iz R. Svaka kvadratna matrica A € ./, ima n (ne nuzno razli¢itih) svojstvenih vrijednosti A1, ..., A,.
Skup 6(A) = {Ay,..., A, } naziva se spektar, a broj p (A) = max{|A;| : A; € 6(A)} spektralni
radijus kvadratne matrice A. Ako je matrica A € .#,, jo$ i simetri¢na, onda su sve njezine svojstvene
vrijednosti A;, i € [1,n]y, realne! Dodatno, za sve svojstvene vrijednosti A;, i € [1,n]y, proizvoljne
kvadratne matrice A € ., vrijedi:

I
M=

tI’(A) A, det(A) = H)Ll
i=1

1
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Vidimo kako se po definiciji zahtijeva netrivijalnost svojstvenog vektora (svojstveni vektor mora biti
razli¢it od nul-vektora), ali svojstvena vrijednost moZe biti jednaka nuli. Za neke matrice se lako odrede
njezine svojstvene vrijednosti i vektori. Npr. ako je A nul-matrica odnosno jedini¢na matrica, tada je
svaki netrivijalni vektor svojstveni vektor koji pripada svojstvenoj vrijednosti nula odnosno jedan. S druge
strane, neke realne matrice nemaju u skupu realnih brojeva svojstvene vrijednosti pa ni svojstvene vektore.
Nadalje, neka su x i x’ svojstveni vektori sa istom svojstvenom vrijedno$¢u A, te nekaje @ € R\ {0}
proizvoljan. Tada vrijedi:

A(x+x') =Ax+Ax = Ax+ Ax' = A (x+X),
A(ax) = aAx = alx = A(ax).

Ovo zna¢i da su onda vektori x + x” i ox takoder svojstveni vektori sa svojstvenom vrijednos¢u A. (Skup
svojstvenih vektora s istom svojstvenom vrijedno$éu A je vektorski prostor.)

Ako su x iy svojstveni vektori koji pripadaju medusobno razli¢itim svojstvenim vrijednostima A i u,
respektivno, onda x + y nije svojstveni vektor, a nije to niti bilo koja linearna kombinacija ax + By koja
zadovoljava uvjet @ # 01 B # 0. To jamdi sljededi rezultat:

Neka je A kvadratna matrica reda n. Neka su X1, ..., X, svojstveni vektoriod Ai A;,..., A,
pripadajuce svojstvene vrijednosti. Ako vrijedi

;L,' 75 ;Lj éimje i# j,

onda je skup vektora {x1, ..., X, } linearno nezavisan skup. Dodatno, ako kvadratna matrica
A reda n ima n medusobno razlicitih svojstvenih vrijednosti, tada postoji baza prostora
(R™ ili C") koja se sastoji od svojstvenih vektora matrice A.

Karakteristicna matrica, karakteristicna jednadzba i karakteristicni polinom. Neka je 4
proizvoljna svojstvena vrijednost neke realne kvadratne matrice A. Tada postoji (svojstveni) vektor
x # 0, takav da je Ax = Ax. Zadnja jednadZba se ekvivalentno moZe napisati u obliku Ax = AIx,
odnosno u obliku (A — A7)x = 0. Dakle, matrica A — A1 prebacuje netrivijalni vektor u nul-vektor, pa
je singularna. Stoga je njezina determinanta nula, det(A — A7) = 0. Matricu C = A — AI nazivamo
karakteristicna matrica matrice A. Determinanta matrice C,

det(C) =det(A—AI) = (—1)"det(AI —A),
oCito je polinom n—tog stupnja u varijabli A, s koeficijentima iz R,
ka(A) = koA +ky A" '+ ko, ki €R,i€[0,n],,
koji nazivamo karakteristicni ili svojstveni polinom matrice A. Konacno, pripadajucu jednadzbu
ka(A)=0

nazivamo karakteristicna ili svojstvena jednadzba za matricu A. Vrijednost A je bila proizvoljna
svojstvena vrijednost, pa smo pokazali kako je svaka svojstvena vrijednost matrice A nultocka njezinog
karakteristicnog polinoma. Vrijedi i obrat, odnosno da je svaka nultocka karakteristicnog polinoma
matrice A svojstvena vrijednost te matrice. Razvijanjem determinante matrice C lako se uoci da za
koeficijente u karakteristicnom polinomu matrice A vrijedi:

ky=(=1)", kn_1=(=1)"""tr(A), ko=det(A).
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{ 3

Primjer 3.14 Odrediti svojstvene vrijednosti matrice:

2 0 3
A=12 2 2
3 02
RjeSenje.
Vrijedi:
A 0 O 2 0 3 A—2 0 -3
AMl-A=|0 A 0| —12 2 2|=| -2 A-2 =2
0 0 A 30 2 -3 0 A=2

Sada je, za odrediti svojstvene vrijednosti zadane matrice A, potrebno naéi nul-tocke njezina
karakteristicnoga polinoma k4 (A ) = det(A — AI) = (—1)"det(Al —A).

A—=2 0 -3
det(AI—A)=| =2 A -2 =2 | = razvoj po 2. stupcu
-3 0 2A-2
A—-2 =3
-3 A-2

=(A=2)(A2 4L -5)=(A—-2)(A=5)(A +1)

:(—1)2+2(7L—2)’ ’:(1—2)[(1—2)2—9]

det(AI-A)=0 & A=2, Ab=5 i hh=-1.

\. J

Karakteristi¢ni polinom je invarijantni pojam za slicne matrice — sli¢ne matrice imaju isti karakteris-
ticni polinom! Dodatno, ako su A i B kvadratne matrice istoga reda, onda matrice AB 1 BA imaju isti
karakteristi¢ni polinom (dokaz ostavljamo Citatelju za vjezbu).

Hamilton-Cayleyjev*° teorem. Svaka kvadratna matrica A poniStava svoj karakteristiéni polinom,
tj. vrijedi:

ka(A) = 0.

Na Hamilton—Cayleyjevom teoremu temelji se vrlo zanimljiva i jednostavna metoda invertiranja
kvadratnih matrica. Naime, moZe se pokazati kako je matrica A € ., regularna akko je k4 (0) # 0
(akko broj O nije njezina svojstvena vrijednost). Promotrimo sada neku matricu A € ., i njezin

n

svojstveni polinom k4 (A ) = Z k;iA!. OGito ée matrica A biti regularna akko je ko # 0. Tada vrijedi:
i=0

Takoder, Cesto je, koriste¢i Hamilton—Cayleyjev teorem, za neku matricu A € .#,,, manjih dimenz-
ija, vrlo jednostavno odrediti njezinu potenciju s velikim eksponentom!

46 William Rowan Hamilton, irski matematicar i fizi¢ar, 1805.-1865.,
Arthur Cayley, britanski matematicar 1821.—1895.
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{ '

Primjer 3.15 Koriste¢i Hamilton—Cayleyjev teorem izracunati inverznu matricu matrice:

1 2 3
A=1|-1 2 2
31 =2

Rjesenje.
Prvo traZimo karakteristi¢ni polinom za matricu A:

1-1 2 3
ka(A)=det(A—Al)=| -1 2-A 2 |=...=—(A*-2A%-131+19).
3 1 —2-2

Prema Hamilton—Cayleyjevom teoremu je: ks (A) = 0,tj. A®> — A% — 13A+ 191 = 0.

MnoZenjem (s desna) gornje jednakosti s A~! dobivamo A2 — A — 137 + 19A~! = 0, odnosno:

-1 1 2
ATl = 55 (A7 A 13])
. 8 9 1 1 2 3 1 00
=—— |3 4 =3|-|-1 2 2|-13]0 1 0
P \1-4 6 15 301 -2 00 1
6 -7 2
=—|-4 11 5
917 5 4

\. J

Minimalni polinom i minimalna jednadzba. Za proizvoljnu kvadratnu matricu A, njezin karak-
teristicni polinom ne mora biti i polinom najmanjeg stupnja kojeg A ponistava. Neka je A proizvoljna
realna kvadratna matrica reda n. Neka je m4 (4 ) ne-nul polinom najmanjeg stupnja u varijabli A, s
koeficijentima iz R, koji matrica A poniStava, tj. za koji vrijedi:

ma (A) =0.
Onda kazemo da je my4 jedan minimalni polinom za matricu A, a pripadajuéu jednadzbu:
my(A)=0

nazivamo minimalna jednadzba matrice A. Nadalje, za svaki skalar o # 0, o€ito je i @my (A ) minimalni
polinom za matricu A.

Kako prema Hamilton—Cayleyjevom teoremu svaka kvadratna matrica A ponistava svoj
karakteristi¢ni polinom, to stupanj njezinog minimalnog polinoma nije veci od reda n te matrice!
Akojenpr. A= oal,, ondaje ka(A) = (ax—A)", a my(A) = o — A. Minimalni polinom je jos
jedan invarijantni pojam za sli¢ne matrice — sli¢ne matrice imaju iste minimalne polinome!

Dodatno, karakteristiCni polinom kvadratne matrice, ali i svaki drugi polinom koji poniStava tu
matricu, djeljiv je (bez ostatka) s njezinim minimalnim polinomom (nul-tocke minimalnoga polinoma
ujedno su i nul-tocke karakteristicnoga polinoma). Pomnija analiza pokazuje kako je svaka svojstvena
vrijednost proizvoljne kvadratne matrice nul-toc¢ka njezina minimalnoga polinoma!
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Postoji viSe nacina za raCunanje minimalnoga polinoma (svaka kvadratna matrica A ima ovaj polinom
StoviSe, on je jedinstven do na multiplikativnu konstantu). Algoritam koji se moZe lako opisati za sve
kvadratne matrice A reda n (jam¢i ga Hamilton—Cayleyjev teorem) je sljedeéi:

[K1] Ispitujemo postojanje skalara (koeficijenta) k¢ koji bi identicki zadovoljio jednadZbu
A = —kol.

[K2] Ako takav skalar postoji, zaustavljamo algoritam, i vrijedi: mg (1) = ko + A.

[K3] Ako takav skalar NE postoji, racunamo matricu A2, te ispitujemo postojanje skalara
ko i ki koji bi identi¢ki zadovoljili jednad?bu A? = —kol — k1A.

[K4] Ako takvi skalari postoje, zaustavljamo algoritam, i vrijedi: ma (1) = ko + ki A + A2,

[K5] Ako takvi skalari NE postoje, algoritam nastavljamo radunanjem matrice A3, te ispi-
tivanjem postojanja skalara ko, k; i kp koji bi identicki zadovoljavali jednadzbu
A3 = —kol —kiA — krA”.

[K6] Ako takvi skalari postoje, zaustavljamo algoritam, i vrijedi:
ma(A) =ko+kiAd +kaA? + A3,

[K7] Ako takvi skalari NE postoje, algoritam nastavljamo sli¢cnim koracima, dok ne nademo
minimalni polinom (stupanj minimalnog polinoma neke kvadratne matrice nije veci od
reda n te matrice).

Ne bas tako kratak uvod u matrice i determinante zavrsit ée jednostavnim primjerom odredivanja
minimalnoga polinoma jedne kvadratne matrice malih dimenzija.

{ B

Primjer 3.16 Odrediti minimalni polinom matrice:

2 1
a=[2 1)
Rjesenje.
Prvo ispitujemo postojanje skalara (koeficijenta) ko koji bi identi¢ki zadovoljavao jednadzbu

A = —kgl, odnosno:
2 1 _ g 1 0
-1 3| "o 1|’

Nije tesko zakljuciti kako takav skalar ne postoji, pa stoga raGunamo A2, i zatim ispitujemo
postojanje skalara ko i k; koji bi identi¢ki zadovoljavali jednadzbu A% = —koI — k;A.

Lako je pokazati kako ée [_35 g] = —ko { (1) (l)] — ki [_21 ;] biti identicki zadovoljena

samo za kg = 7 1 k; = —5. Dakle, minimalni polinom zadane matrice A je:

ma(A)=7—5A+A%
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Zadaci

Zadatak 3.1 Zadane su matrice A = B :ﬂ 1B = [_21 (1)] Naci:

a) A+ B; b) 2A — 3B; ¢) AB; d) BA; e) AB — BA.

Rjesenje.
2 —1 9 -2
a)A+B[4 _1], b)2A—3B[_2 _7},
-5 —1
c)AB—[_6 _2},
-3 1
d)BA_[S _4],
)
e)AB—BA:[_M 2}.
n
Zadatak 3.2 IzraCunati:
31 1
2 1 1 32 1
a)[ ]21, b)[ ]2, o |1[[1 2 3]
30 117 01 2 E
2 5 8 —4]1[3 2 5
d)[1 2 3]|4]; e) |6 9 5| |4 —1 3
1 47 3]|6 9 5
RjeSenje.
2 4 6 23 —34 29
9 3 9
D 30 Dl ol 23 d[I3; e |24 —42 32].
369 58 28 56
n
Zadatak 3.3 IzracCunati:
)'1—22. b)114. J[4 3] (28 93] (7 3
R Y o 1]  “07 57|38 -—126] [2 1]
Rjesenje.
-5 6 1 4 2 0
D 9 10]’ b) [o 1]’ 2 [0 3]
B

Zadatalk 3.4 Odrediti sve matrice koje komutiraju (s obzirom na mnoZenje) s danom matricom:

a) [_11 _21}; b)

Rezultate provjeriti!

W O =

00
1 0].
1 2
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Rjesenje.
a b 0
a) [d_zc _;C},c,de]l%; b) |3i—g—3a e 0|, a,b,egicR.
g i—3b—e i
H
Zadatak 3.5 Ako se znadaje A-A~! = I, nadi inverznu matricu sljedeéih matrica:
1 2 coso —sino 374
a)A = ; b)A=| . ; c)A= (2 -3 1
3 4 sinox  coso
3 =5 -1
RjeSenje.
-2 1 cosa sino -8 29 i
a)A‘lz{3 1}; b)A—I:[ . }; A l=|-5 18 -7
5 —3 —sina cosQ . -3 1
[
1 1 -1
Zadatak 3.6 Zadana je matricaA = | 1 c  —c].
-1 —c 2c
a) Za koje vrijednosti parametra ¢ € R je matrica A regularna?
b) Izradunati A~! za najmanju pozitivnu cjelobrojnu vrijednost ¢ € N za koju A~! postoji.
Rjesenje.
a) Matrica A je regularna za sve ¢ € R\ {0, 1};
1 4 -2 0
b)Zac=2jeA! =5 -2 3 1.
0 1 1
[
1 -2 3
Zadaotak 3.7 Izralunati f(A) akoje f(x) =3x> —2x+5iA= |2 —4 1.
3 =5 2
RjeSenje.
21 =23 15
f(A) =3A2-24+51=|—13 34 10]|.
-9 22 25
[
Zadatalk 3.8 Odrediti rang matrice:
—4 0 1 =2 _04 _42 _1 4
ApA=|-2 4 0 -2|; b) B =
1 —4 0 1 : 0 0
-2 =2 1
RjeSenje.
a)r(A) =3; b) r(B) = 3.
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Zadatak 3.9 Ispitati rang matrice A u ovisnosti od parametra a € R:

a 1 0 3a—2 1 a -1 2
AA=|1 a 1 2-2al; b)A=1(2 -1 a 5]
01 a —2—a 1 10 -6 1

Rjesenje.
a)r(A):3,VaER\{O,:l:ﬂ}; r(A)=2<a=0, a=+vV21ia=—V2;

b)r(A) =3,Yace R\ {3}; r(A)=2<a=3.

Zadatalk 3.10 Dokazati matematickom indukcijom:

a)[7 4] :[6n+1 4n },VnEN; b)[3 21} :[Zn—l-l 2n ],VneN.

-9 -5 —9n 1—-6n -2 - —2n 1—2n
[
Zadatak 3.11 Rijesiti matri¢ne jednadzbe:
2 5 4 —6 2 1 1 0
D 3}'){{2 1}’ b)X'[z 1][0 1}’
1 2 35 1 -2 —13 0
Ak 4}'){_{5 9]’ d)X'[—7 1}_[—10 —19}’
3 -1 5 6 14 16 1 -3 10 1 0
® |5 —2]'X’_7 8]_{9 10]’ f)[z —5]'X‘_—1 1]_[0 1}'
Rjesenje.
2 23] -1 -1
a)X—[O 8_’ b) X =0, 0)X = ’ 3_,
1 2 1 2 -2 3
d)X_[n 3]’ e>X‘{3 4]’ f)X_[—l 1]'
[
Zadatalk 3.12 Rijesiti matricne jednadZbe:
a) (A-21)-X=A+1, b)X - (A-2I)=A+1, ako je A:[(l) ;]
Rjesenje.
-2 3 -2 3
ox= |23 ex=[2 )
[
Zadatalk 3.13 Odrediti sve matrice koje komutiraju (s obzirom na mnoZenje) s matricom:
[—1 0 1 2
a)A—_2 1], b)X___1 _1],
Rjesenje.
a0 ] _[-2c¢+d —2c
a)B—_c CH_C],a,cER, b)Y—_ c d],c,deR.
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Zadatak 3.14 Odrediti karakteristi¢ni polinom i svojstvene vrijednosti matrice:

-1 3 -1
A=|-1 2 0
0o -1 2
Rjesenje.
kA(A,)::S}LZ—A,?’—?)A-Fl; 117273:1.
[
Zadatak 3.15 Odrediti svojstvene vrijednosti matrice C, ako je:
2 =2
A= |7t 0, B= 1|2 2 i C=AB.
1 -1 1
1 8
Rjesenje.
M=4, A =-4
H
Zadatak 3.16 Diskutirati rang matrice:
11
A=|(1 4 A?
A% A
u ovisnosti o parametru A € R.
Rjesenje.
ZaA=0 ii A=-2jer(A)=2,zaA=1je r(A)=1, inateje r(A) =3.
[
Zadatak 3.17 IzraCunati:
8 3| 8 4| a—-b =2 | 1 log,b|.
V7 s b)‘6 3 9 ap a-b Voga 1 [
tang —1 | sinx  cosx| 20 —i|, cosa +isina 1
©) 1 cot(p" D —cosx sinx|’ & i 3l b) 1 coso —isino|
Rjesenje.
a)19; b)0; c)a’?+0b* d)0; e2; H1; g —7; h)o.
[
Zadatak 3.18 Izracunati vrijednosti determinanti:
35 1 1 2 3 1 2 1
all 4 21| b)| 2 4 -6 |2 5 =2
2 0 —1 -1 2 6 -1 2 4
a —a a 1 0 14
dla a -—al; e)| 0 1 i
a —a a 1—i —1 1
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Rjesenje.
a)5; b)48; ¢)21; d)0; e) —1+4i.
|
Zadatalk 3.19 Provjeriti:
b a a a 4 -1 1 5
a b a a|l 3 ) -3 1 =52 _
a)a a b a—(b a)’(3a+Db); b) 5 9 L 1l= 90.
a a a b 2 5 1 1
|
Zadatak 3.20 Rijesiti jednadzbe:
¥ 409 4 8 x+3
a) |x 2 3|=0; b) x+2 6 3 |=0.
1 1 1 1 2x x
Rjesenje.
a) X1:2, x2:3; b) X1:—3,XQ73:1.
|
Zadatak 3.21 Rijesiti jednadZbe:
sin (x+%) sinx cosx i _11 xl _11
a) |sin (x1+§) COSX lsilmx =0; b) . 1 5 3 =0.
4 4 1 5 11 8
RjeSenje.
a) x=1+k%, kel b) x; =1, x, =3.
|
Zadatalk 3.22 IzracCunati
z —z 0
D=0 2 -1
Iz z+1
ako z zadovoljava jednadzbu:
=1
Rjesenje.
D =4, ako je z = 1 (trivijalni peti korijen jedinice), D = —1, akoje z # 1 uz uvjet z> = 1.
|

Zadatak 3.23 Dokazati sljedeca svojstva za trag kvadratne matrice:
(Trl) tr(

(Tr2) tr(

(Tr3) tr(AT) = tr(A),
(Tr4) tr(AB) = tr(BA).
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Zadatak 3.24 Rijesiti matri¢nu jednadzbu A (XA + B) = 2AB, ako je:

1 0 -1 -1 7 11
A=1|—-1 2 3 i B=|—1 16 23
0o 1 2 -1 25 35
Rjesenje.
1 23
X=14 5 6f.
7 8 9
|
Zadatak 3.25 Rijesiti matri¢nu jednadzbu (X' +A) B=A (B+1), ako je:
2 10 3 4 1
A=|—-1 3 1 i B=1|5 1 0f.
-2 0 2 0 -5 1
Rjesenje.
| 24 8 2
Xzﬁ 30 -6 3
6 —-22 17
|
Zadatak 3.26 Rijesiti matri¢nu jednadbu (AB + XA)B~! = I+ A, ako je:
3 10 2 0 1
A=|-1 2 1| i B=|1 3 =2
1 0 3 05 2
Rjesenje.
| 10 -5 9
X=—122 22 -=-22f.
22 16 47 -1
|
Zadatak 3.27 Naéi matricu X koja zadovoljava jednadzbu AX ' = A — X!, ako je:
1 0 -1
A=1]-2 1 3
0 0 2
RjeSenje.
| 4 0 1
X==-14 4 -1
oo 3
|
Zadatak 3.28 Rijesiti matriénu jednadzbu A (X — B) ™' = C, ako je:
15 0 3 -4 1 -1 1 20
A=|-6 5 =2, B=|-4 1 0| i C=|—-11 2
2 2 0 2 0 1 0 1 1

Odrediti rang matrice X .
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Rjesenje.
1 -1 0 1. -1 0
X=|1 2 1|{~1[0 3 1{, r(X)=2.
-1 1 0 0 0 0
|
Zadatak 3.29 Nadi matricu X iz matri¢ne jednadzbe BX — A (B —1I) = A, ako je:
1 0 1 2 1 =2
A=10 2 1 i B=|0 2 1
2 -1 =2 1 -1
RjeSenje.
| 30 7 =53
X=—17 20 63
19 5 17 =31
|
Zadatak 3.30 Rijesiti matri¢nu jednadzbu (1 +X ')A = B+ A, ako je:
1 0 1 0 1 2
A=11 1 0 i B=|2 3 4
0 1 1 -1 0 —1
Rjesenje.
(|0 0 —4
X=—-|-53 2
4 1 1 2
|
Zadatak 3.31 Rijesiti matri¢nu jednadzbu (XA —I) B = (B — 1) B, ako je:
2 -1 -2 1 0 1
A= 1|3 2 1 i B=|11 1 0
|1 -3 =5 —-12 2 3
RjeSenje.
| —-18 6 10
X=—<|-61 3 25 |.
83 —13 —31]
|
Zodatak 3.32 Rijesiti matri¢nu jednadzbu A (X ' —1) = B — A, ako je:
3 21 1 -1 1
A=11 2 3 1 B= 1 1
213 1 1 2
Rjesenje.
1 2 6 4
X=—-|-6 -3 3|
> 7 1 4
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Zadatak 3.33 Rijesiti matri¢nu jednadzbu AX B = C, ako je:
3 -1 5 6 . 14 16
A‘{s —2}’ B_[7 8] ! C‘[9 10}
Odrediti rang matrice X.
Rjesenje.
1 2 1.2
S A R
|
Zadaotak 3.34 Rijesiti matri¢nu jednadzbu AB~'X = I, ako je:
1 2 3 1 01
A=1(2 -1 —1| i B=|0 1 1].
1 3 4 1 10
Rjesenje.
3 0 -2
X=|-1 0 1
-5 1 4
|
Zadatak 3.35 Rijesiti matri¢nu jednadzbu (X —I)A = B — A, ako je:
5 3 1 -8 3 0
A=|1 -3 =2 i B={|-5 9 O
-5 2 1 -2 15 0
RjeSenje.
1 2 3
X=14 5 6|
7 8 9
|
Zadatak 3.36 Rijesiti matri¢nu jednadzbu (BX —I)A = B% — A, ako je:
1 —1 1 2 3
A= (2 1 0 i B={0 1 0].
1 -1 1 1 01
Rjesenje.
-6 5 -3
X=|-11 —-1}.
-1 1 0
|

Zadatak 3.37 Rijesiti matri¢nu jednadzbu B (I + BX ) = BA + B, ako je:

2 -3 -1 1 -1 1
A= |4 -1 —2| i B=|2 -1 0
302 1 -2 -2 2
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Rjesenje.
L [-1 8 3
X=——1|14 12 -2/
7 16 —1
m
Zadatak 3.38 Rijesiti matriénu jednadzbu B (14 X) A = A? + BA, ako je:
1 00 1 2 2
A=|-2 5 1| i B=1]2 1 =2
3 22 2 -2 1
Rjesenje.
([3 14 6
X=—|-6 1 -3
%lo 8 0
m
Zadatalk 3.39 Nadéi matricu X iz jednadzbe AX — A = 2X + I, ako je:
01 2
A= 12 3 4
1 01
Rjesenje.
(3 3 6
X=—118 6 36/|.
613 3 6
m
Zadatak 3.40 Rijesiti matriénu jednadzbu (AX ' —B+1) A = A, ako je:
2 0 1 2 31
A=|0 1 2| i B=|1 2 3
1 0 2 3.1 2
Rjesenje.
L [9 -5 5
X=—19 1 -1
Bl 9 7 11
m

Zadatak 3.41 Rijesiti matri¢nu jednadzbu XA~ = B~!, ako je:

1 0 0 0 1000
1 1 0 0 01 2 0
A=y 1 1 o "B=loo01 0
1 1 -1 1 000 1
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Rjesenje.
1 0 0 O
-3 3 =20
X= I -1 1 of
-1 1 -1 1
2 00
Zadatak 3.42 Zadana je matricaA = | —1 3 0. Odrediti svojstvene vrijednosti za matricu A,
1 1 4

te svojstvene vektore koji pripadaju najmanjoj svojstvenoj vrijednosti.

Rjesenje.
-1
3,1:4, 12:3, 13:2, V3 = —1/.
1
7 0 9
Zadatak 3.43 Zadana je matricaA = |0 0 0]. Odrediti svojstvene vrijednosti matrice A, te
9 0 7

svojstvene vektore za njezinu najvecu svojstvenu vrijednost.

Rjesenje.
1
11216, 122—2, ),320, \ A 0].
1
-1 1 -1 1
Zadatak 3.44 Vektor vi = | 3 | jedan je svojstveni vektor matrice A= |1 1 —1|. Odrediti
5 2 -1 0

pripadajucu svojstvenu vrijednost, kao i ostale svojstvene vrijednosti matrice A, te njihove svojstvene
vektore.

RjeSenje.

1
7L]:—1, A,Q:l, 7L3:2, Vo) = 1, V3 = 0].
1

Zadatalk 3.45 Pokazati da matrica A = [} 8] poniStava svoj karakteristicni polinom.

RjeSenje.
ka(A)=A(A—1), ka(A)=0.
[
I -1 1
Zadatalk 3.46 Pokazati da matricaA = [0 0 1| poniStava svoj karakteristi¢ni polinom.
0O 0 O

RjeSenje.
ka(A)=2A2(1—=2A) ka(A)=0. |
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Zadatalk 3.47 Nadi reducirani oblik i odrediti rang matrice A, ako je:

1 0 3 1 4
21 210
A= 2 0 3 1 4
340 50
Rjeéel}jg\
(1)0 3 1 4
S TN
0(1) -4 -1 -8 _
R I, 32
0 0 O ‘\\1/‘ 3
AR
[ |
Zadatak 3.48 Odrediti determinantu i rang transponirane matrice za matricu A, ako je:
1 3 -1 =2
2 4 1 1
A= 0o -1 2 1
2 5 3 —12
RjeSenje.
|AT| = det(AT) =0, r(AT)=3.
[ |
-1 0 0 1
. 1 -1 0 O ) . . . ..
Zadatak 3.49 Za matricu A = 0 1 —1 0 pokazati da je regularna, i zatim odrediti
0 1 1
njezinu inverznu matricu A~!.
Rjesenje.
Al\ 0 0 1 -1 1 1 1
0 =1 0 1 B =1 -1 1 1
A~1 0 1 1|’ rA)=4 AT =0 L1
0 0 0 2 1 1 1 1
[ |
01 1 3
.. . 4 7 8 12
Zadatalk 3.50 Odrediti, ako postoji, inverz matrice A = 111 21
1 3 4 2
RjeSenje.
01 1 3 -2 1 -2 -1
_ _47812__ |12 =9 28 8
[Af=det(A) =1 | | H|=-1#0 A7 =1 ¢ ¢ 19 _5
1 3 4 2 -1 1 -3 -1
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-4 -1 2 1
. 2 1 0 -1 £ N e
Zadatak 3.51 ZamatricuA = | 16 -2 4 4 | macirang,i zatim odrediti njezinu inverznu
6 1 -2 -1

matricu A~1L.

Rjesenje.
-4 -1 2 1 1 0 0 1
0 1/2. 1 -—1/2 B Lo 21 2
Al 0 =g 2 |0 TAI=R AT=S 0 0]
0 0 0 1/2 2 01 4
[
Zadatak 3.52 Odrediti determinantu matrice A2, ako je:
1o - 5050
a) A= | 2 4 30 b) A= .
3 _2 0 -2 2 11
2 5 11
Rjesenje.
. B
a) |A2l=|1 10 10|=4; b) |A?| = =101124.
7 _3 _3 —14 11 10 —4
-7 10 29 22
[
4 2 -1
Zadatalk 3.53 Odrediti nepoznanicu x za koju vrijedi: [x x—2 —-2|=1
3 2 -1
Rjesenje.
x=175.
[
Zadatak 3.54 Rijesiti matri¢nu jednadZzbu A - B — I = X - C, ako je:
0 -2
2 1 1 1 -2
A—[ } B=|-1 3 iC—[ }
0 2 3 5 | 3 =5
RjeSenje.
—15 6
X_[—89 34]'
H
Zadatak 3.55 Rijesiti matri¢nu jednadzbu A - X 4+ B = C, ako je:
2 1 -1 4 =2 11 10
A=1|3 -1 1|, B=|-3 -6 i C= |15 17

1 1 1 -3 11 5 —4
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Rjesenje.
5 7
X=1|0 -1
3 1

Zadatak 3.56 Rijesiti matri¢nu jednadzbu:

2 -3 1 9 7 6 2 0 =2
4 -5 21-X-({1 1 2|=118 12 9
5 =7 3 1 1 1 23 15 11
Rjesenje.
1 1 1
X=1]1 2 3
2 3 1

Zadatak 3.57 Odrediti svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice:

-1 3 -1
A=1|-3 5 -1
-3 3 1

RjeSenje.
Svojstveni vektori matrice A su:
sV = [1 1 I]T, za pripadajuéu svojstvenu vrijednost A; = 1;

* V)= [l 1 0] T, za pripadajuéu svojstvenu vrijednost A, = 2;

* V3 [—1 0 3] T, za pripadajuéu svojstvenu vrijednost A3 = 2.

Zadatak 3.58 Odrediti svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice:

4 1 -1
A=12 5 =2
4 4 -1
RjeSenje.
Svojstveni vektori matrice A su:
* V)= [1 0 l] T, za pripadajucu svojstvenu vrijednost A; = 3;
°* V)= [—1 1 O] T, za pripadajuéu svojstvenu vrijednost A, = 3;

* V3= [1 2 4] T, za pripadajuéu svojstvenu vrijednost A3 = 2.

Zadatalk 3.59 Izracunati obujam paralelopipeda razapetog svojstvenim vektorima matrice:
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Rjesenje.

Svojstveni vektori matrice A su:
* V) = [—1 -1 1} T, za pripadajuéu svojstvenu vrijednost A; = 2;
* V)= [O —1 1] T, za pripadajuéu svojstvenu vrijednost A, = 3;

* V3= [O 0 l] T, za pripadajucu svojstvenu vrijednost A3 = 4.

Obujam paralelopipeda razapetog svojstvenim vektorima vy, vy, i v3 je:

V=|(vixvy) -v3|=1.

[
Zadatak 3.60 Odrediti kutove izmedu svojstvenih vektora matrice:
4 =2 1
A=1|-2 1 2
1 2 4
RjeSenje.
Svojstveni vektori matrice A su:
* V)= [—1 -2 1] T, za pripadajucu svojstvenu vrijednost A; = —1;
cv=[-2 1 0 " za pripadajucu svojstvenu vrijednost A, = 5
* V3= [1 0 1] T, za pripadajuéu svojstvenu vrijednost A3 = 5.
Kutovi izmedu svojstvenih vektora vy, vy, i vj3 su:
Z(Vl,V2)29OO, Z(Vl,V3):9OO, i Z(VQ,V3)%129,23O.
[
Zadatak 3.61 Odrediti minimalni polinom matrice X, ako je X rjeSenje matri¢ne jednadzbe:
1 0 Of (1 1 1 1 2
1 1 0[]0 2 1]|X=1]2 11
2 1 1] [0 0 -1 2 4 2
Rjesenje.
0o 2 2
X=10 1 -1}, my(A) =A% =242 — 31 +4.
1 -2 1
H
Zadatak 3.62 Odrediti A9, ako je:
0 2 0
A=11 1 -1
-1 1 1

RjeSenje.
A1000 _ 9998 42
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Zadatak 3.63 Odrediti parametar a € R za koji je det(A) = —1, ako je:

—a a-—38
A_[a+3 a }

Zatim, za izralunatu vrijednost parametra a, naéi inverz matrice (A2023)7.
RjeSenje.
Vrijedi: a =5, ((A2925)T)~1 = tg ﬂ
H

Zadatak 3.64 Zan € {3,4,5}, naéi inverze Hilbertove*” matrice H,, simetri¢ne kvadratne matrice
reda n, definirane s: h;; = lﬂ%l (Vi, J).
RjeSenje.
Vrijedi:

[ 9 —36 30

Hy'=|-36 192 -180],
| 30 —180 180
[ 16 —120 240 —140

—120 1200 —2700 1680

-1 _
Hy" = 240 —2700 6480 —4200|’
| —140 1680 —4200 2800
[ 25 —300 1050 —1400 630
—300 4800 —18900 26880 —12600

H;l = | 1050 —18900 79380 —117600 56700
—1400 26880 —117600 179200 —88200
| 630 —12600 56700 —88200 44100

Vidimo kako su elementi inverza cijeli brojevi te da su na glavnoj dijagonali svi pozitivni. Dijagonale
paralelne njoj su naizmjenice cijele negativne i cijele pozitivne.

[
Zadatak 3.65 Fibonaccijev niz je niz cijelih brojeva u kojem je svaki ¢lan (osim prva dva) jednak
zbroju prethodna dva ¢lana. Formalno, niz se definira rekurzivno ovako:

Fp=0, F =1,

F,=F,_ 1+F,_» zan>2.

Qn:[Fn+1 Fn:|’

Dokazati da vrijedi:

Fn anl
ako je
| K
o= | &)

47 David Hilbert, njemac¢ki matematicar, 1862.—1943.
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Zadatak 3.66 Neka je zadan skup funkcija @ (x), @2(x), ..., @,(x): I - R, I CR.
Pretpostavimo da ove funkcije imaju derivacije na intervalu / barem do zaklju¢no reda n — 1.
Funkcija definirana kao:

1 (x) P2(x) o ealx)

o1x) @) o enx)
W(x) =W(ei(x), ¢2(x), -, @ulx)) = |

O RO R VO

o @ 9w e )

je determinanta Wronskog*® (tzv. Wronskijan).
Izracunaj Wronskijan ovih triju polinomskih funkcija:

) =141,
gx)=1 +x2,
h(x)=1+x>.

Rjesenje.
Za zadane polinomske funkcije vrijedi:

T4+x 14+x2 1443
W(f(x),g(x),h(x))=1] 1 2x 3x% | =...=2x" +6x% —6x+2.
0 2 6x

Napomena: Buduéi da dobiveni Wronskijan*® nije identicki jednak nuli za sve x € R, prema teoriji
diferencijalnih jednadZzbi moZemo zakljuciti da je ovaj skup polinomskih funkcija linecarno nezavisan
na cijelom skupu realnih brojeva.

|

48 J6zef Maria Hoéné-Wroriski (ili Wroniski), poljski filozof i matemati¢ar, 1776.—1853.
49 Ako su funkcije @; (x), @2(x), ..., ¢,(x), koje subarem n — 1 puta derivabilne, linearno zavisne na intervalu /,
onda je njihov Wronskijan identéno jednak nuli. Wronskijan moze biti nula iako su funkcije linearno nezavisne.






4.1

Osnovni pojmovi o linearnim sustavima

Op¢i oblik linearnog sustava. Op¢i oblik linearnog sustava m jednadzbi s n nepoznanica, m,n € N, je:

anxy + apxa + ... + apxs = by,
anxy + axnxa + ... + awx, = ba,
. “4.1)
amix1 + amwxy + ... + auuxn = by.
pri ¢emu skalare a;; za i € {1,2,...,m}ij € {1,2,...,n} nazivamo koeficijentima jednadZbi,
skalare b; za i € {1,2,...,m} slobodnim ¢lanovima, a xj za j € {1,2,...,n} nepoznanicama.
Rjesenje ovog sustava je svaka n—torka (xi, ..., x,) € R"” koja uvrtena u (4.1) identi¢ki zadovoljava

sve jednadzbe. Linearni sustav moZe imati jedinstveno rjesenje (odreden sustav), moze biti bez
jjednog rjesenja (nemogué, proturjecan ili kontradiktoran, odnosno, inkompatibilan sustav), ali moze
imati i beskonacno mnogo rjesenja (neodreden sustav).

Ocito je kako se linearni sustav (4.1) mozZe krace zapisati kao

n
Y aijxj=b; 1<i<m, 4.2)
j=1

S$to nas motivira za uvodenje matri¢nog zapisa sustava (4.1), tj. da se taj sustav moZe napisati u
obliku matri¢ne jednadZbe

AX = B, 4.3)

gdje smo oznacili:

ayy aix -+ dig by
X1
a»i an az b>
A= S, o x=1:], B=
Xn
aAml Aam2 - Aamn bm

Matrica A naziva se (osnovna) matrica (koeficijenata) sustava, vektor X je vektor nepoznanica, a
vektor B desna strana sustava ili vektor slobodnih ¢lanova (koeficijenata).
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RjeSavanje opcenitog linearnog sustava

Kronecker—Capellijev’° teorem. Premda je problem rjeSavanja linearnih sustava najvaZniji problem
linearne algebre, nije teSko vidjeti da se rjeSenje tih sustava ako izvr§imo bilo koju
(ili konac¢no mnogo njih) od sljedeéih radnji (operacija):
[i] neku jednadZbu linearnog sustava pomnoZimo s brojem razli¢itim od nule,
[ii] zamijenimo bilo koje dvije jednadZbe u linearnome sustavu,
[iii] neku jednadZbu linearnog sustava pribrojimo drugoj,
[ivl] zamijenimo redoslijed bilo koje dvije nepoznanice (varijable) u zapisu linearnog sustava.

Takoder, lako je uvidjeti kako ove radnje odgovaraju sljedeim radnjama na prosirenoj matrici
sustava®', u oznaci Ap = [A | B]:
[i] neki redak ove matrice pomnoZimo s brojem razli¢itim od nule,
[ii] zamijenimo bilo koja dva retka ove matrice,
[iii] neki redak ove matrice pribrojimo drugome,
[ivl] zamijenimo bilo koja dva stupca u matrici koeficijenata sustava.

Za linearne sustave koji imaju ekvivalentne (sli¢ne) proSirene matrice sustava kazemo da su
ekvivalentni®?, dok sustave linearnih jednadZbi kojima je proSirena matrica u reduciranoj formi
zovemo reduciranim linearnim sustavima. Lako se vidi kako linearni sustavi imaju
rjeSenje, te kako je linearni sustav ekvivalentna forma originalnog linearnog
sustava (proizvoljni linearni sustav ima isto rjeSenje kao njemu ekvivalentan reducirani sustav).

Ugrubo, ¢in (postupak) rjeSavanja opcenitog linearnog sustava (4.1) svodi se na operacije
s elementima matrice A i vektora B, odnosno s elementima matrice [A | B]. Nadalje, problem
egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja ovisi uglavnom o svojstvima matrice sustava, a precizno je
odreden Kronecker—Capellijevim teoremom koji pak opisuje strukturu rjeSenja sustava linearnih
jednadZbi u ovisnosti o rangu matrice sustava i rangu proSirene matrice sustava. Prema ovome
teoremu za linearni sustav (4.3) vrijedi:

linearni sustav ima rjeSenje kad je rang matrice sustava A jednak rangu
proSirene matrice sustava [A | B], tj. ako vrijedi r(A) = r (A | B);
ako je r(A) = r(A | B), tada linearni sustav ima kao i sustav koji dobivamo

kada uzmemo r(A) linearno nezavisnih jednadzbi, odnosno r(A) linearno nezavisnih redaka
matrice [A | B];
ako linearni sustav ima rjesenje i ako je n broj nepoznanica u tom sustavu, tada je rjeSenje
(odreden sustav) jer(A) =n. Akoje r(A) < n, tada sustav ima
(neodreden sustav) koja su izrazena pomoc¢u n — r(A) parametara.

Dodatno, pomnija analiza pokazuje da ako linearni sustav (u oplem obliku) ima rjeSenja
(r(A)=r([A|B])) i ako su stupci Si,S2,...,S, matrice sustava A linearno nezavisni, onda
se desna strana, odnosno vektor B, moZe napisati kao stupaca matrice A i to na

nacin! U tom sluéaju koeficijenti linearne kombinacije ¢ine rjeSenje (x1,...,x,) € R”
linearnog sustava i to ! Inace su, stupci (retci) kvadratne matrice A € .4, linearno
nezavisni jedet(A) #0.

30 Alfredo Capelli, talijanski matemati¢ar, 1855.—1910.

51 Matrica koja se dobiva prosirenjem matrice sustava A za vektor desne strane B.

52 Pazljiv itatelj e zamijetiti kako dva linearna sustava koja su ekvivalentna, imati isti broj jednadzbi, ali je
skup svih rjeSenja jednog od njih jednak skupu svih rjeSenja drugog.
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Opéi oblik
linearnog sustava (LS)
AX = B

r(A) #r([A]| B]) ’ ‘ r(4) = r([A] B]) ’

NErjesiv LS Rjesiv LS

r(A) = n r(A) < n
LS ima jedinstveno rjesenje LS ima oo mnogo rjeSenja
(Odredjen LS) (NEodredjen LS)

Slika 4.1: Struktura skupa svih rjeSenja linearnog sustava prema Kronecker—Capellijevu teoremu.

Nadalje, ako desna strana linearnog sustava (u opéem obliku) linearno zavisi od stupaca
S1,82,...,8, matrice sustava A, i ako su stupci matrice A linearno nezavisni, onda se desna
strana moze na vise nacina prikazati kao linearna kombinacija stupaca matrice A.

Primjer 4.1 Rijesiti linearni sustav AX = B, ako su:
1 2 -1 -3 -2
2 -4 4 =5 —7
A=y 2 2 3| B 6
5 -4 3 1 -1
Rjesenje.
Vrijedi:
2 4 4 s | | R
[A]B] = ~ { R3 — 4R,
4 2 -2 3 6 Ri— SR
5 -4 3 1 —1 o
1 2 -1 -3 -2
0 -8 6 1 -3 R;— 3R,
0 -6 2 15 14 Ry— IRy
0 —14 8 16 9
1T 2 -1 =3 =27
0 -8 6 1 -3
5 57 65 4—R3
0 0 ¢ 7| g|TT
0 0 -3 7 7
1T 2 -1 -3 —2]
0 -8 1 -3
~ 5 57 65 |-
0 0 -3 7 T
0 0 0 0 —2]
Vidimo da je r(A) =3 <4 = r([A | B]), pa linearni sustav AX = B nema rjeSenja.
|




142 Poglavlje 4. Linearni sustavi

Gaussova metoda eliminacije. Prethodne primjedbe i algoritam pokazan u naknadnom primjeru
sadrZani se u osnovi Gauusove metode eliminacije. Ovaj postupak se sastoji u tome, da se opCeniti
linearni sustav (4.1) elementarnih transformacijama svodi na linearni sustav
koji mu je ekvivalentan, ali §to jednostavniji, tako da mu rjeSenja budu lako dohvatljiva, tj. iz
kojega ¢emo brzo moci odrediti njegovo rjesenje. Na primjer, jedan takav linearni sustav je onaj
u kojem se u drugoj jednadzbi nepoznanica xi, u treCoj nepoznanice x; i xp, itd., u
zadnjoj jednadZbi se (ona s najve¢im indeksom). Metoda koja
svodi polazni opéeniti linearni sustav na takav linearni sustav, koriStenjem konacnog broja istih
onih elementarnih transformacija (radnji) kao i pri odredivanju reducirane forme matrice, zove se
Gaussova metoda eliminacija. Ugrubo, ideja Gaussove metode eliminacije se sastoji u tome da se
pomocu kona¢nog broja elementarnih transformacija samo nad retcima proSirene matrice [A | B]
izbace (uklone) nepoznanice koje se nalaze ispod “glavne dijagonale”. U literaturi ovog udZbenika

moZe se pronaci i korisna generalizacija Gaussove metode eliminacije, tzv. Gauss—Jordanova®>
metoda eliminacije. Kod ovog postupka (svaka) nepoznanica x; se jednadzbi
linearnog sustava (4.1) iz k—te jednadZbe. Dakle, u slu€aju da imamo kvadratni regularni

linearni sustav (m =ni det(A) # 0), elementarnim transformacijama nad (njezinim) retcima,
prosirenu matricu sustava [A | B] svodimo na ekvivalentnu matricu [I | B'], gdje je I jedini¢na
matrica. U ovom sludaju, rjeSenja sustava navedena su u stupfanoj matrici B’.

Prema definiciji ekvivalentnih linearnih sustava znamo kako ovi sustavi imaju isti broj nepozna-
nica i isti skup rjesenja, tj. prvog linearnog sustava ujedno je i rjeSenje drugog
linearnog sustava, i obratno, svako rjeSenje drugog sustava je i rjeSenje prvog. Dakle, ako je
(x1,...,x,) € R" rjeSenje opéenitog linearnog sustava (4.1), tad je ocito ta n—torka rjeSenje i sustava
dobivenog Gaussovim ili Gauss—Jordanovim eliminacijama njegovih nepoznanica. Ukratko, efikasan
postupak rjeSavanja opcenitog linearnog sustava (4.1) ili (4.3) Gaussovom metodom eliminacije
sastoji se od sljedecih koraka:

[K1] Gaussovom eliminacijom nepoznanica, odnosno njima odgovarajuc¢ih matri¢nih
koeficijenata u proSirenoj matrici sustava, zadani linearni sustav se svodi na njemu
ekvivalentan reducirani sustav.

[K2] Primjenom Kronecker—Capellijeva teorema diskutira se postojanje i karakter rjeSenja
reduciranog sustava.

[K3] Efektivno se pronalazi rjeSenje reduciranog sustava rjeSavanjem od zadnje jednadZbe
prema prvoj.

Algoritam Gaussove metode eliminacije. Slijedi ne tako saZet opis algoritma Gaussove metode
eliminacije, kojeg smijemo smatrati za rjeSavanje proizvoljnog sustava
linearnih jednadzbi. Neka je zadan linearni sustav oblika (4.1). Premjestimo jednadzbe u linearnom
sustavu, ako je potrebno, tako da koeficijent uz x; u prvoj jednadzbi bude razli¢it od nule. Zatim
prvu jednadZbu podijelimo s koeficijentom uz x;, pomnoZimo brojem koji je suprotan koeficijentu uz
x1 u drugoj jednadZzbi, 1 pribrojimo (dodamo) je drugoj jednadzbi, zatim prvu jednadZbu podijelimo
s koeficijentom uz x;, pomnozimo brojem koji je suprotan koeficijentu uz x; u trecoj jednadzbi, i
pribrojimo je tre¢oj jednadzbi, zatim prvu jednadzbu podijelimo s koeficijentom uz x;, pomnoZimo
brojem koji je suprotan koeficijentu uz x; u cetvrtoj jednadzbi, i pribrojimo je Cetvrtoj jednadzbi,
i tako dalje. Na taj nacin smo (uklonili ili eliminirali) nepoznanicu x; iz druge, trece,

33 Wilhelm Jordan, njemacki geodet i matemati¢ar, 1842.—1899.
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...,m—te jednadZe i dosli do ekvivalentnog sustava oblika:

ajixy + apxa + ... 4+ apx, = by,
! / !
a22x2 + “ e + Cl2nxn = 29
/ !/ /
AypXo + ... + auxn = b,
Pritom je:
, ani ’ an ’ ami
Qyp =d22 — ——d12, A3 =423 — ——A13,..., Ay, =0adup — —Qln,
aiy aii ail
az| as| am1
/ / B !
by =by——by, by=b3——by,..., b, =by,——>,
aiy aii aii
odnosno opcenito:
ail i1 . .
ay=aj———ay, bi=bi——by, zai=23,....mik=273,...,n
ail arl
Sad uc¢inimo isto s podsustavom, koji se sastoji od druge, trece, ..., m—te jednadZbe u odnosu na

nepoznanicu x;. Time iz trece i daljnjih jednadZbi eliminiramo nepoznanicu x;. Zatim na isti na¢in
iz Cetvrte i daljnjih jednadzbi izbacimo nepoznanicu x3, i tako dalje. Budu¢i da sustav ima konacno
mnogo jednadzbi, postupak nakon konacno koraka. Dobiva se ekvivalentan linearni sustav, po
obliku “stepenast” (u posebnom slucaju kvadratnog nesingularnog sustava — “trokutast”). Sada,
u slucaju da ne dobijemo nemogu¢ ili neodreden sustav, vr§imo postupne supstitucije “odozdo”,
odnosno provodimo za rjeSenje X — najprije rijeSimo posljednju jednadzbu,
njezino rjeSenje uvrstimo u pretposljednju jednadZzbu, pa nju rijeSimo, pa dobivena rjeSenja uvrstimo
u tre¢u jednadzbu straga i tako dalje sve do prve jednadZbe. OCito je algoritam Gaussove metode
eliminacije prikladan i za primjenu racunala (za pseudokod ovog algoritma vidi Algoritam 1).
Racunska sloZenost ovog algoritma, za kvadratni sustav (m = n) ima asimptotski red veli¢ine O (n?).

Algoritam 1 Pseudokod algoritma Gaussove metode eliminacije

Require: Matrica A (m x n) i vektor B sustava AX = B
Ensure: RjeSenje X ili obavijest o prirodi sustava

1: function GAUSSIAN_ELIMINATION(A, B)

2 m < broj redaka(A); n < broj stupaca(A)
3 for k = 1 to min(m,n) — 1 do
4 Nadi p > k s najvecim |a, x
5: fori=k+1tomdo
6
7
8
9

; zamijeni retke p,k u A, B; ako je a; x = 0, stani

m; g <— ai,k/ak,k
for j =ktondo ajj < ajj—m;dg ;

end for
: bi+ b; — mhkbk
10: end for
11: end for
12: Provedi supstituciju unatrag za rjeSenje X

13: end function
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Primjer 4.2 Rijesiti sustav linearnih jednadzbi Gaussovom metodom eliminacije:
X1+ xo+x3+ x4=28
X1 —2xp —x3+2x4 =4
2x14+ xo4x3+3x4=17
3x1 +2x2—x3+ x4 =10

RjeSenje.
Vrijedi:
11 1 1 8 Ry —R;
1 -2 -1 2 4
Ap = ~ { R3 — 2R,
2 1 1 3 P
3 2 -1 1 o
11 1 1 8
|0 =3 -2 1 —4| [R3—3R
0 -1 -1 1 1 Rs— 3R,
0 -1 —4 -2 —14
11 1 1 ’ 8
0 -3 -2 1 —4
~lo o -1 2 | 1|~ {Re10Rs)
130 37 338
0 0 -3 -5 | -F
o111 8
0 =3. -2 1 —4
~ R | 2 7
0 0 =3 3 3
o 0o 0 -9 | -36

Dakle, ekvivalentan reducirani sustav zadanog linearnog sustava je:

X1+ x24+ x3+ x4=38
—3xy—2x3+ x4=-—4
pndn=}

—9x4 = —36

Ocito je r(A) = 4 = r(Ap), te je prema Kronecker—Capellijevu teoremu reducirani sustav
rjesiv. Dodatno je r(A) = 4 = n, pa je rjeSenje ovog sustava jedinstveno!

1z posljednje jednadZbe ekvivalentnog reduciranog sustava je ocito da vrijedi: x4 = 4.
UvrStavanjem ove vrijednosti u treu jednadZbu reduciranog sustava, lako ¢emo dobiti: x3 = 1.
Sliénim postupanjem dobivamo i sve ostale nepoznanice, odnosno: x, = 2, x; = 1.

X1 1
9. 520 5 5 X2 2
Dakle, rjeSenje zadanog linearnog sustava je: wl =11l
; _
X4 4
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Rjesavanje kvadratnog linearnog sustava

Kvadratni linearni sustavi. Kvadratni linearni sustavi su posebni slucaj linearnih sustava, kod
kojih je broj jednadzbi jednak broj nepoznanica (m = n). OCito je kako za rjeSavanje ovih sustava
vrijedi sve §to je prethodno iskazano i razmatrano za op¢i slucaj linearnog sustava. Medutim, u
slucaju kvadratnih sustava vrijede i mnogi drugi vaZni teoremi, poput ovog:
Neka je A kvadratna matrica reda n. Za po volji odabran vektor B duljine n, sustav AX = B
imat ¢e jedinstveno rjeSenje onda i samo onda kad je A regularna matrica.

Dakle, ako je matrica sustava A regularna (r(A) = n, tj. rang matrice sustava je maksimalan) postojat
¢e njezina inverzna matrica A~!. Sada, ako inverznom matricom pomnoZimo matri¢nu
jednadZzbu AX = B s lijeve strane, dobivamo rjeSenje X = A~!'B. Inade, kvadratne
linearne sustave AX = B kod kojih je matrica A regularna nazivat éemo kvadratnim regularnim
linearnim sustavima ili Cramerovim sustavima.

Cramerovo>* pravilo. U literaturi esto nalazimo i druge alternativne (inovativne) metode za
rjeSavanje kvadratnih linearnih sustava, medu kojima je najpoznatije tzv. Cramerovo pravilo.
Prema ovom pravilu, komponenta x; rjeSenja kvadratnog linearnog sustava AX =B s
regularnom matricom A reda n, moZe se napisati u obliku kojemu je u nazivniku
determinanta matrice A, a u brojniku determinanta matrice koja se dobiva iz matrice A tako da se
njezin i—ti stupac S; zamijeni s vektorom B, i = 1, ..., n. Cramerovo pravilo obi¢no zapisujemo u
sljedecem obliku. Oznacimo s D; determinantu matrice koju dobivamo tako da se u matrici sustava
A € #, zamijeni i—ti stupac s vektorom B, a s D determinantu matrice A:

ar cee oAy v dlp ar bl AT

a21 ... azl ... azn a21 ... bz ... azn
D:det(A): , D=

anl cee Api vt dpp anl N bn cee dpn

Onda za i —tu komponentu rjeSenja vrijedi:

D; .
X; D i=1,2,...,n. “4.4)
Za linearne sustave AX = B sa singularnom matricom A (D = 0) vrijedi:
AkojeD; #0 1,2,...,n,tadaje linearni sustav AX = B , odnosno
rjeSenja;
Akoje D; =0, 1,2,...,n, moguce je da linearni sustav AX = B ima ili
ili da rjeSenja. Za precizniji odgovor potrebno je dodatno razmatranje.

S numericke tocke glediSta Cramerovo pravilo je efikasno za matrice reda 2 i (ponekad) za
matrice reda 3. Za kvadratne linearne sustave veéeg reda svakako ga treba izbjegavati (sloZzenost
Cramerovog pravila za rjeSavanje kvadratnog linearnog sustava je u n). Medutim
njegova vaznost ostaje u tome $to daje izraz za rjeSenje kvadratnog linearnog sustava,
zatim Sto, za razliku od Gaussovog postupka eliminacije nepoznanica, uvrstavanje jedne
nepoznanice za pronalazenje ostalih nepoznanica, i Sto racunanje inverzne matrice.

54 Gabriel Cramer, $vicarski matematicar, 1704.—1752.
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Primjer 4.3 Primjenom Cramerovog pravila rijeSiti linearni sustav:
X1+ x2+2x3 =25
X1 +4x,—3x3=8 .
2x1+ xo— x3=9
Rjesenje.
Linearni sustav je odreden jer je matrica sustava A regularna, odnosno jer vrijedi:
1 1 2
D=det(A)=|1 4 -3|=...=-20#0.
2 1 -1
Nadalje, vrijedi:
25 1 2 1 25 2 1 1 25
D=8 4 -3/=-100, D,=|1 8 -=-3/=-120, D3=|1 4 8 |=-140.
9 1 -1 2 9 -1 21 9
Dakle, jedinstveno rjeSenje zadanog linearnog sustava je:
D D D
X1:f1:5, XQ:J:@ X3:f3:7.
D D D
|

Homogeni linearni sustavi

Homogeni linearni sustavi. Za linearni sustav m linearnih jednadZbi sa n nepoznanica kaZzemo da
je homogen ako su svi slobodni ¢lanovi jednaki nuli, tj. ako vrijedi b} = b, = ... = b,, = 0. Opéi
oblik homogenog linearnog sustava je dakle:

aiyxy + apxy 4+ ... 4+ apx, = 0,
ar»ixy + axpxy + ... + awmx, = 0,
. 4.5)
AmixX1 + amx2 + ... + amx, = 0,
odnosno
AX = 0. (4.6)

Homogeni linearni sustav je uvijek rjeSiv, jer ima barem jedno, takozvano trivijalno rjeSenje
X1 =x2 =...=x, =0, odnosno n—torka (nul-vektor) (x1,x2,...,x,) = (0,0,...,0) € R" je
jedno rjeSenje promatranog homogenog sustava (4.5). U slucaju kad je A regularna matrica to
je i jedino rjeSenje. Netrivijalna rjeSenja Ce postojati ako je r(A) < n, tj. ako je matrica sustava
singularna. Nadalje, u slu¢aju kad je A kvadratna matrica vrijedi Roucheov® teorem: Homogeni
linearni sustav AX = 0, u kojem se broj jednadZbi podudara s brojem nepoznanica, ima i netrivijalna

55 Eugene Rouché, francuski matematicar, 1832.-1910.
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rjeSenja akko je det(A) = 0. Dakle, homogeni linearni sustav AX = 0, u kojem se broj jednadzbi
podudara s brojem nepoznanica, ima samo trivijalna rjeSenja akko je det(A) # 0, tj. akko je taj
sustav Cramerov. Dodatno, lako je uvidjeti kako, za homogene linearne sustave, vrijedi:
! Akosu X i X’ dva razli¢ita netrivijalna rjeSenja homogenog linearnog sustava (4.5), tada je
njihova suma X + X’ takoder netrivijalno rjeSenje tog sustava,
! Ako je X neko netrivijalno rjesenje homogenog linearnog sustava (4.5), tada je A X, za
proizvoljni skalar A, takoder netrivijalno rjeSenje tog sustava.

Primjer 4.4 Rijesiti homogeni linearni sustav:

X1 +x2+x3=0
2x1 + xp =0.
3x1+xp—x3=0

Rjesenje.
Elementarnim transformacijama samo nad retcima proSirene matrice [A | 0] zadanog sustava
dovodimo ovu matricu do reduciranog oblika [Ag | 0]:

11 1 | o0
Ajoj=1]2 1 0 | o N{Ilgz:g?}
31 -1 ] 0 3o
11 | 0]
~10 =1 =2 | 0| ~{Rs—2R)}
0 -2 -4 | o]
11| 0]
~10 =1 =2 | of =[]0
0o 0 o0 | o

Ocito je kako matrica Ag ima 2 netrivijalna retka, odnosno da za ekvivalentan reducirani
sustav zadanog sustava vrijedi:

X1+x2+ x3=0

—XQ—ZX3 :0‘

Dakle, imamo: r(A) =2 =r([A | 0]) < 3 = n. Stoga, za zadani homogeni linearni sustav
postoje netrivijalna rjeSenja! Nadalje, iz druge i prve jednadZbe gornjeg ekvivalentnog
reduciranog sustava redom vrijedi:

(2) = xp = —2Xx3, (1) = X1 = X3,

odnosno da sve nepoznanice moZemo izraziti preko nepoznanice x3! Stavimo li x3 = ¢, gdje
jet € R proizvoljan, slijedi kako zadani sustav ima jednoparametarsko rjeSenje:

X1 =1, Xy = —2t, X3 =1, teR,
Sto je u suglasju s (KC3) (vidi Kronecker—Capellijev teorem, str. 140). [ |
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Primjer 4.5 Odrediti vrijednost realnog parametra A tako da sustav:

X1+ x2+ x3=0
Axy+ 4x, + x3=0
6x1+(l-|—2)x2-|—2x3 =0

ima i netrivijalnih rjeSenja. Za vecu vrijednost parametra A naci opée rjeSenje zadanog
sustava.

Rjesenje.
1 1 1
A 4 1|=0 & A*-1-12=0
6 A+2 2
~ ll = -3, 2,2 =4.
Dakle, prema Roucheovu teoremu za A = —3 i A = 4 zadani homogeni linearni sustav ima

i netrivijalnih rjeSenja.
Nadalje, za A = 4 sustav glasi:

x1+ x2+ x3=0
4x1 +4x+ x3=0.
6x1+6x2+2x3=0

Sada, za pronalaZenje opleg rjeSenja ovog sustava mozemo (kao u prethodnom primjeru)
koristiti Gaussov postupak. Dobit éemo:

Xy, = —t, Xy =1, x3 =0, t e R.
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Zadaci

Zadatalk 4.1 Iskoristiti
[i] Gaussov postupak (algoritam),
[ii] matri¢ni postupak,
[iii] Cramerovo pravilo,
u rjeSavanju sustava linearnih jednadzbi:

2x1 +3x2 +5x3 =10 —3x1+2x2— x3=-2
a) x1+2x+2x3=3; b) 4x;—5x,+6x3=12;
3x1+7x2+4x3 =3 —9x1+8x2+2x3 =13
2x1+2x0— x3— x4=4 X1 —x3+ x4 =3
0 4x1+3x2— x3+2x4 =06 _ a0 2x1+3x9 —x3 — x4:2'
8x1 +5xp — 3x3 +4dxg = 127 5x1 —3x4=2"
3x1+3x3 —2x3+2x4 =6 X1+ xo4+x3+ x4=2
x4+ y—2z=1 x— y—mz=1
e) —2x+ y+ 4z=-2; ) x+my— z=1.
—x+2y+mz=3 mx+ y— z=1

U primjerima e) i f) diskutirati rjeSenja.

Rjesenje.
7 64
9 55
3 1 7 Z
X =|-2/; bX=|2; ox=|"} dDX=]|"]|
2 3 -9 EE]
1 14
9 11
. Ce e m+ 6 4
e)Zam € R\ {2} sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje: x = S V= 0, z= P
m— m—
Za m = 2 sustav je nemoguc i nema rjeSenja;
. .. . S m—1
f) Za m € R\ {0,1,—1} sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje: x = ————, y =
: m(m+1)
m—1 1
—— , z=——Zam =0 ili m = —1 sustav je nemoguc i nema rjeSenja. Za m = 1 sustav
m(m+1)

. .. . D T
je neodreden i ima beskonacno mnogo rjeSenja: X = [1 +t 0 t] ,teR.

|
Zadatak 4.2 Rijesiti homogene sustave:

2x+3y— z=0 mx — y+2z=0
a) x+5y+2z=0; b) 3x+(2m+3)y— z=0.
3x+8y+ z=0 4x + 4dy+ z=0
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Rjesenje.

T
. o .. 11
a) Sustav ima netrivijalna rjeSenja X = [71 —gz t} ,tER;

7 . L D . Dy
b) Za m € R\ {1, 5} sustav ima samo trivijalno rjeSenje. Za m = 1 netrivijalna rjeSenja su

T T
7
X = [—9t %t t] ,teR. Zam= 5 netrivijalna rjeSenja su X = {—lt it t} ,t€R.

8 2
|
Zadatalk 4.3 Nadi zajednicka rjeSenja sustava:
3x+2y=5
x+ y=2.
2x— y=1
Rjesenje.
x=1,y=1.
|
Zadatalk 4.4 Imaju li zajednicku tocku ravnine:
2x—4y+3z=1
x—2y+4z=37
3x— y+5z=2
RjeSenje.
Da, determinanta sustava je D = —25 #0,itoje: T = (—1,0,1).
|
Zadatak 4.5 Odrediti parametar a € R tako da sustav:
3x+ay=>5
x+ y=2
ax+2y =4
ima rjeSenje i zatim naci to rjeSenje.
RjeSenje.
a1:2, X]:l, y1:1,
ar=3, x=0, y=2.
|

Zadatak 4.6 Zakoje a € R sustav:

2x+6y+(a+6)z=0
—x+Ty+ 5z=0
ax+5y+ 13z=0

ima netrivijalna rjeSenja. Za dobivene vrijednosti realnog parametra a naci rjeSenja tog sustava.
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Rjesenje.
ar=4, x1=-2t, yy=—t, z1=t, teER,
612:—‘!75, XQZ%I, yzz—%l, z=t, teR.
[ |
Zadatak 4.7 Rijesiti sustave linearnih jednadZzbi:
x+2y+3z=1 x+ y+ z=9
a) 2x+4y—6z=—2; b) x+2y+3z=16;
x—2y—6z=4 x+3y+2z=17
X1+ 2xp — 14x3 = —8 X1+ x4+ x3 =-2
c) 2x1 —5x+ Tx3=9 ; d) 8x;+4xy+2x3 = —4.
4x1 —2xp— 3x3=24 27x1 4+ 9x2 +3x3 + =36
Rjesenje.
3 4 10 7
X =|-3|; bX=|3]; OX=1|51; dX=|-21].
1 2 2 12
3
[ |
Zadatalk 4.8 Diskutirati sustave linearnih jednadzbi:
dx+ 8y+(m+3)z=-2 x+(m+2)y— =0
a) (m+2)x+ 6y+ 3z=1 b) (m+2)x+ y— z=1
x+2my + mz=—1 x+ y—(m+2)z=m+3
RjeSenje.

1 1 -2

m—1Y = 2m—1) = m—1°
Za m = —3 sustav je neodreden i ima beskonacno mnogo rjeSenja: x =t, y = %(—ZI —1), z=
+(8¢+5), t € R; Zam = 1 sustav nema rjeSenja.

a)Zam € R\ {—3, 1} sustav je odreden iima jedinstveno rjeSenje: x =

b)Zam € R\ {—4,—1} sustav je odreden iima jedinstveno rjeSenje: x =0, y = m;—i-ll’ 7= 7mm+7]2;
Za m = —4 sustav je neodreden i ima beskonacno mnogo rjeSenja: x =1t¢, y = %(SI +1), z=
3(=3t=2), t € R; Zam = —1 sustav nema rjesenja.
[
Zadatalk 4.9 Rijesiti homogene sustave:
2x— y+3z=0 3x+2y— z=0
a) x+2y—5z=0; b) 2x— y+3z=0;

3x+ y—2z=0 x+3y—4z=0
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3x— y+2z=0 x+y+z=0
¢) 2x+3y—5z=0; d) 3x+y—z=0.
x+ y+ z=0 2x+y =0
Rjesenje.
-, ; 0
a) X = |—13t|,1reR; by X=|-Lt|, reR; ) X=10}|;
—5t _Zt 0
- 5
[t
d X=|-2t|,teR.
t

Zadatalk 4.10 Odrediti parametar m € R tako da homogeni sustav ima i netrivijalna rjeSenja i naci

ta rjeSenja.

X+ y+ z=0 x+y+mz=0
a) mx+ dy+ z=0; b) x—y— z=0;
6x+(m+2)y+2z=0 mx+y+ 5z=0

mxq +
3x+ y+mz=0

x2+ x3+ x1=0

xi+mxo+ x3+ x4 =0

c) 4x—8y+mz=0; d)

xo+mxz+ x4=0

X2+ x3+mxg =0

X1+
5x—3y+ 3z=0 !
X1+
RjeSenje.
a) Zam € R\ {—3,4} sustav ima samo trivijalna rjeSenja;
Zam = —3rjeSenjasu: X = [t %t —%I}T, teR;

Zam=4rjeSenjasu: X = [1 —t O]T,teR;

b) Zam € R\ {—3,3} sustav ima samo trivijalna rjeSenja;
Zam= —3rjefenjasu: X = [t 1t 1t] T reRr;
Zam = 3 rjeSenjasu: X = [t 2t —t T, teR;

¢) Zam € R\ {2} sustav ima samo trivijalna rjeSenja;
Zam = 2rjeSenjasu: X = [9t t —14t]T, teR;

d) Zam € R\ {—3, 1} sustav ima samo trivijalna rjeSenja;
Zam = —3rjeSenjasu: X = [t ot Z]T, teR;

o T
Zamzlrjesenjasu:X:[I u —t—u—v v] ,t,u,v € R.
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Zadatak 4.11 Rijesiti sustave linearnih jednadzbi:

X+ y+ z+ u=5 2x4+3y— z— u=0
: 2x— y+4z+5u=38 b y—2z—4u=0
a ; .
x+2y— z4+ u=-2 3x+ y+3z—2u=0
3x4+2y+2z4+2u=238 6x + 3y —Tu=20
Rjesenje.
3t
) 3
—t
a) X = 3 ; b) X = ,tER
5 —%t
-1 .
[
Zadatak 4.12 Odrediti polinome P, (x) najniZzega stupnja koji ispunjavaju uvjete:
a) P(2)=-3,P(—-1)=9, P(1)=—1;
b) P(1)=4, P(2)=3,P(—1)=0, P(3)=4
RjeSenje.
a) P(x) =x*—5x+3;
b) P3(x) = 3x° —2x* + Jx +4.
[
Zadatak 4.13 Graf funkcije y = P(x), gdje je P(x) polinom, prolazi kroz tocke: T} = (1,—1),
T, =(0,1), 5 =(2,5), Ts = (3,37). Odrediti polinom P(x).
Rjesenje.
P(x) =3x3—5x* + 1.
H
Zadatak 4.14 Naéi vrijednost parametra a € R za koje sustav:
X1+ X2+ X3+ X4 =a
ax, +2x3+ (a—1)xg4 =0
X1+ x24+2x3+(a+1)xs=1+a
—x1+(a—1)x; + axs=—1—a

a) ima jedinstveno rjeSenje;
b) ima beskonacno mnogo rjesenja;
¢) nema rjeSenja.

Rjesenje.

Prema Kronecker—Capellijevu teoremu (vidi str. 140) struktura rjeSenja sustava linearnih jednadzbi
je u ovisnosti o rangu matrice sustava i rangu proSirene matrice sustava. Stoga, prvo ¢emo odrediti
rangove ovih matrica! U tu svrhu, poZeljno je proSirenu matricu sustava svesti na gornje trokutastu
matricu, $to je najlakSe uciniti koriste¢i Gaussov postupak eliminacije (vidi str. 142).
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1.1 1 1 a 11 1 a
0 a 2 a-—1 0 0 a¢-2 a—1 0
Ap=[A[B]= | 1 2 a+1 l4a 00 1 a 1|~
-1 a-—-1 0 “a- —1—a 0 a1l a+l —1
1.1 1 1 a 11 1 a
0 a2 a-—1 0 0 a2 a—1 0
00 1 - a 1 00 1 - a 1
00 —1 2. —1 000 at+2 | O

a) Zaa+2#0ia+#0,odnosnozaa € R\ {—2,0},je r(Ap) = r(A) = 4, pa zadani sustav ima
jedinstveno rjeSenje dano u obliku:

a’>—a+2 2
X1=—  xp=—x3=1,x4=0
a a
b) Zaa= —2jer(Ap) =r(A) =3 < n =4, pasustav ima beskonacno mnogo rjeSenja:

2

7 1
X1=—4—7t,xZ=1+§t,X3=1+2t,X4=l, teRj;

c) Zaa=0jer(A) =31ir(Ap) = 4, $to povlaci da sustav nema rjesenja.

[
Zadatak 4.15 Diskutirati rjeSenja sustava linearnih jednadzbi:
axi+2x,— x3=0
3x1+3x, —ax3 =5, VaeR.
5x1— x2+3x3=5
RjeSenje.
Za a € R, a# —1 1 a # 0 sustav je odreden iima jedinstveno rjeSenje:
10 5(a+2) -20
Xp=— X2=————, X3= ;
a a a
Za a = —1 sustav je neodreden i ima beskonacno mnogo rjesenja:
1 1
X1 =1, X2:§(5—2f)7 X3:§(10—9t), teR;
Za a = 0 sustav je nemoguc i nema rjeSenja.
H

Zadatalk 4.16 Diskutirati rjeSenja sustava linearnih jednadzbi:

2x1— x2+x3=0
axi+ xp+x3=2a, VaeR.

X1 +ax; —x3 =3a

Zatim dati geometrijsku interpretaciju sustava i rjesenja.
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Rjesenje.
Za a € R, a# —1 i a # 4 sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje:
2a 3a _ —a

TTLrD T Ca+1’

Sto s geometrijske tocke glediSta moZemo interpretirati da se tri zadana ravnine sijeku u to¢no jednoj
tocki prostora;
Za a = 4 sustav je neodreden i ima beskonacno mnogo rjeSenja:

x1=t, xp=4—t, x3=4-3t, tER,

koja s geometrijske tocke glediSta moZemo interpretirati kao presjecnicu (zajednicki pravac) zadanih
triju ravnina;

Za a = —1 sustav je nemoguc i nema rjeSenja.
H
Zadatalk 4.17 Diskutirati rjeSenja sustava linearnih jednadzbi:
axy + Xy — x3=1
X1+ axy — x3=1, VaéeR.
x1+2a—-1)xa+(a—2)x3 =1
Rjesenje.
Za a € R, a# —2 i a # 1 sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje:
1 1 -1
1= Ty BT
Za a = 1 sustav je neodreden iima beskonacno mnogo rjeSenja:
x1=u, x2=v, x3=u+v—1, u,veR;
Za a = —2 sustav je nemoguc i nema rjeSenja.
[

Zadatalk 4.18 Diskutirati rjeSenja sustava linearnih jednadzbi:

2x1+ xo+(a+4)x3 =3
X1 + 2x3=1, VaeR.

X] —axy — 2x3=13

Rjesenje.
Za a € R, a # —2 i a # 2 sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje:
a—4 -2 1

a—2’

X1 =
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Za a = —2 sustav je neodreden i ima beskonacno mnogo rjesSenja:
1—1¢
X1 =t, x3=2-—t, X3:T, teR;
Za a = 2 sustav je nemoguc i nema rjesenja.
[
Zadatak 4.19 Diskutirati rjeSenja sustava linearnih jednadzbi:
X1— xp—axz3 =1
xi4+ax;+ x3=1 , VaeR.
2x1 —axy +3x3=—1
Rjesenje.
ZaacR,a#—-11a# —% sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje:
4 3 -3
X1 = —- X —m ——— X2 = 7’
"3 TP a1 T 3a+ 1
Za a = —1 sustav je neodreden i ima beskonacno mnogo rjesenja:
t—4 —3t
x1:t7 x2:T7 XS:T’ teR’
Za a= —% sustav je nemoguc i nema rjesenja.
[
Zadatalk 4.20 U sustavu linearnih jednadZzbi:
2x1—4x2+ x3=1
X1 —5x34 3x3 =
X1 — X2+ )C3=—17
3x1+5x +mx3 = —6
odrediti realni parametar m € R tako da sustav ima jedno jedino rjeSenje i naci to rjeSenje.
Rjesenje.
11
m:_57 xlz_ﬁ) x2:_%7 X3:—%.
[

Zadatak 4.21 Za koji realni parametar m € R sustav linearnih jednadzbi:

2x1+ x4+ x3=2
x1+3x4+ x3=5
X1+ x245x3=-7
2x14+3x2—3x3=m

ima jedinstveno rjeSenje? Za nadeno m naci rjeSenja sustava.
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Rjesenje.
m=14, x1=1, xp=2, x3=-2.
[
Zadatak 4.22 Odrediti realni parametar m € R tako da sustav:
X1+ x4+ x3=5
2x1+ x+2x3=3,
3x1 +2x2+3x3=m
ima rjeSenje. Za takav m nadi rjeSenja sustava.
Rjesenje.
m=8, x =t, x=7, x3=-t—-2, teR
[
Zadatak 4.23 Za koju vrijednost realnog parametara m € R sustav:
2x1+ Sxo+ x3=1
X1— xp—3x3=4
3x1+11xp+5x3 =m
nema rjeSenje? Kako glasi rjeSenje sustava za ono m za koje je sustav rjesiv?
Rjesenje.
Za m = —2 sustav je rjeSiv i ima beskonacno mnogo rjeSenja:
1—1t t—3
=t, = —, =——, teR.
X1 X2 B X3 3
Sustav nema rjeSenja Vm € R\ {—2}.
[

Zadatak 4.24 U ovisnosti o realnom parametaru A € R diskutirati rjeSenja sustava:

2x14+ xo+ 2x3=15
X1 +2xy+Axz3=4 .
3x1+2x2+ 3x3 =12

Rjesenje.
Za A € R\ {1} sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje:
2(A =17
X1:_(ﬁ,—1)7 x2:9, X3 = ——F——.

Za A = 1 sustav nema rjeSenja.

12
A—1



158 Poglavlje 4. Linearni sustavi

Zadatak 4.25 U ovisnosti o realnom parametaru A € R rijeSiti sustav linearnih jednadzbi:

Axi+ x =0
Axy+ x3=24A
X1 +7LX3=AZ

Rjesenje.
Za A € R\ {—1} sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje:

x1=0, x=0, x3=A.
Za A = —1 sustav je ncodreden i ima beskonacno mnogo rjeSenja:

x1=t, x=t, x3=t—1, teR.

[
Zadatak 4.26 Diskutirati rjeSenja sustava linearnih jednadZbi:
X1+ X2+ x3=a
X1 +(1 +a)xz+ x3=2a, VaceR.
X1+ X2+ ax3 = —a
RjeSenje.
Za a€ R, a#0 i a # 1 sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje:
a’+1 —2a
X1 = ———, X2 = 17 X3 = 5
a—1 a—1
Za a = 0 sustav je neodreden i ima beskonacno mnogo rjeSenja:
x1=t, xpx=-t, x3=0, teR;
Za a = 1 sustav je nemoguc i nema rjeSenja.
H

Zadatalk 4.27 Zadan je sustav linearnih jednadzbi:

X1+ X7 + X3 =a
x1+(1+a)xy+ x3=2a.
X1+ x2—(l4+a)x3s=a

Diskutirati rjeSenja sustava za sve vrijednosti parametra a € R.

Rjesenje.
Za a € R, a#0 i a# —2sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje:

xi=a—-1, x=1, x3=0;
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Za a = 0 sustav je neodreden i ima beskonacno mnogo rjeSenja:
x1=t, xpx=-—t, x3=0, teR;
Za a = —2 sustav je takoder neodreden i ima beskonac¢no mnogo rjeSenja:

x1=t, x=1, x3=-t—-3, teR.

[
Zadatalk 4.28 Diskutirati rjeSenja sustava linearnih jednadzbi:
ax;+ xp+ x3=a
xi+ax,+ x3=1, VaeR.
X1— Xp2+axz=a
Rjesenje.
Za a € R, a#0 i a# +£1 sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje:
a’+1 l1—a a—1
"“ala+1) T a(a+1) a
Za a = 1 sustav je neodreden i ima beskonacno mnogo rjeSenja:
x1=t, x=0, x3=1—t, teR;
Za a = —1 1 a = 0 sustav je nemoguc i nema rjesenja.
[
Zadatak 4.29 Diskutirati rjeSenja sustava linearnih jednadZbi:
axy + 4x, + x3=15
X1+ X2+ x3=6 , VaeR.

6x1+ (a+2)xy+2x3 =13

RjeSenje.
Za a € R, a # —3 i a # 4 sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje:

— 1 — 1 . 6.
xl_4_a) x2_a_47 X3 =0;
Za a = —3 sustav je neodreden i ima beskonacno mnogo rjesenja:
1 1
x| =t, x2:§(4t—1), x3:§(19—7t), t € R;

Za a = 4 sustav je nemoguc i nema rjesenja.
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Zadatak 4.30 Diskutirati rjeSenja sustava linearnih jednadzbi:

dxi +axp+ 2x3=1
x| +axy;+ 5x3=1, VaeR.
3x1 +6x2 +3axz =2

Rjesenje.
Za a € R, a # —4 i a # 3 sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje:
2 1 2
X1 ==—-, X = —, X3 = 5
"T3a+4) TP a+4a T 3(at+4d)

Za a = 3 sustav je ncodreden iima beskonacno mnogo rjeSenja:

1
x1=t, xp==(1—-6t), x3=1t, teR;

3
Za a = —4 sustav je nemoguc i nema rjeSenja.
[
Zadatalk 4.31 Diskutirati rjeSenja sustava linearnih jednadzbi:
ax;+2x+ 4xz=a+1
x1—3xy+2ax3=—-4 , VaeR.
3x1 — x2+2ax3=0
RjeSenje.
Za a € R, a # —2 i a # 4 sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje:
a+1 a+3 -1
"Tar2 P av2 T a2
Za a = 4 sustav je neodreden 1 ima beskonacno mnogo rjeSenja:
1
X1=1t, xp=2—1, X3 :Z(l —2t), teR;
Za a = —2 sustav je nemoguc i nema rjeSenja.
[

Zadatak 4.32 Odrediti realni parametar a € R tako da sustav linearnih jednadZbi:

2x1+xp —2ax3 =0
x1—x2+ ax3=0

axi—x2+ x3=0

ima netrivijalna rjeSenja i naéi ta rjeSenja.

RjeSenje.
Zaa € R, a# 1ia# 3 zadani sustav ima samo trivijalna rjeSenja;
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o
Za a = 1 netrivijalnarjeSenjasu: X = |4t |, t € R;
_3t_
[ 1
Za a = 3 netrivijalna rjeSenjasu: X = |41 |, t € R.
- t -
H
Zadatak 4.33 Za koje vrijednosti realnog parametra a € R sustav linearnih jednadZbi:
x1+axy+2x3=0
(a+1)x;—4x2+ x3=0
Tx1 —axr+2x3=0
ima netrivijalna rjeSenja. Za nadene vrijednosti realnog parametra a rijesiti zadani sustav.
Rjesenje.
Zaa € R, a # —31ia # 4 zadani sustav ima samo trivijalna rjeSenja;
t
Za a = —3 netrivijalnarjeSenjasu: X = | —¢ |, t € R;
—2t
t
Za a = 4 netrivijalna rjeSenja su: X = |3t/4 |, t € R.
—2t
Zadatak 4.34 Rijesiti sustav linearnih jednadZbi Gaussovom metodom eliminacije:
X1 —2xg+3X3—4X4 =4
X — X3+ x4=-3
x1+3x; —3x4=1 .
7X2—3X3— X4:3
RjeSenje.
x1=-8, xx=t+3, x3=2(t+3), xa=t, teR.
[

Zadatak 4.35 Gaussovom metodom eliminacije rijesiti sustav linearnih jednadZbi:

2x1+5x0+4x3 =1
X1+ 8x2+3x3=4.
3x1+ x2+2x3=3

RjeSenje.
x1=2, x=1, x3=-2.
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Zadatak 4.36 Rijesiti sustav linearnih jednadzbi Gaussovom metodom eliminacije:

x1+2xp+3x34+9x4 = 10
2x1 —6x2+5x3—Tx4 =5
X1 +3x2+6x3+4xs =4
3x1— x2+8x3—8x4 =2

Rjesenje.
x1=3, x=-1, x3=0, x4=1.
H
Zadatalk 4.37 Matri¢nim postupkom rijeSiti sustav linearnih jednadZzbi:
2x1— xo+ x3=-—-1
X1+ x2—2x3=5
6x; —2x2+ x3=1
Rjesenje.
x1=1, x=2, x3=-1.
[

Zadatak 4.38 Odrediti rang matrice sustava, te rijeSiti sustav linearnih jednadzbi Gaussovom
metodom eliminacije:

2x1+ x2+3x3=28

X1+ x4+ x3=4
X2 —2x3=—1"

3x1 —5x2+2x3=3

Rjesenje.
2 1 3 2 1 3
1 1 1 o1 =
_ -~ 2. 2 _
A=y 1 0 0 —1|° r(A) = 3.
3 -5 2 00 O.

Zadani sustav ima jedinstveno rjeSenje: x; =2, x =1, x3=1.

Zadatak 4.39 Ispitati prirodu rjeSenja, te zatim rijeSiti sustav linearnih jednadZzbi:

2x1—3x0+4x3=17
X1+ 5x —3x3=—1
X1— X2+ x3=95
3x1+5x2 —5x3 =15

RjeSenje.
Zadani sustav ima jedinstveno rjeSenje: x; =95, xp = -3, x3=-—3.
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Zadatak 4.40 Ispitati prirodu rjeSenja, te zatim rijesiti sustav linearnih jednadzbi:

X1+ x2—2x3 =0
2x14+ x2—2x3—x4=1
2x1 + XQ+3X3+)C4=5‘

2x7 4+ 3x3 =0
Rjesenje.
Zadani sustav ima jedinstveno rjeSenje: x; = %, Xy = —%, X3 = %, X4 = %.
|
Zadatalk 4.41 Ispitati prirodu rjeSenja, te zatim rijeSiti sustav linearnih jednadZzbi:
X1+x2+ x3+x3=0
2x1 4+ x4+ 2x3—x4 =9
3x1 —xp —3x3+x4 = -2 )
4)C1 — X2 — X3 — X4 = 10
RjeSenje.
Zadani sustav ima jedinstveno rjeSenje: x; =2, xp=-—-3, x3=3, x4=—2.
|
Zadatalk 4.42 Nadi rjeSenje sustava linearnih jednadzbi:
3x14+2x— x3=1
X1+ xo+2x3=2
2x1+2x2+5x3 =3
2x1+ xp—2x3=-2
RjeSenje.
x1=-8, xp=12, x3=-—1.
|
Zadatak 4.43 Rijesiti sustav linearnih jednadZbi:
2x1+ x2+ x3=
X1 +3x4+ x3=5
X1+ x2+5x3= -7

ZX1 + 3)62 — 3X3 =14

RjeSenje.
X1 :1, XQ:2, X3:—2.
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Zadatak 4.44 Rijesiti sustav linearnih jednadZzbi:

2x1+3x2+ 11x3+5x4 =2
X1+ x2+ Sx34+2x4=1
2x1+ x2+ 3x3+2x4:—3'
X1+ xo+ 3x3+4x4=-3

Rjesenje.
x1=-2, x=0, x3=1, x4=-1.
|
Zadatalk 4.45 Rijesiti sustav linearnih jednadZzbi:
X1 +2xp— x3—2x4=—6
—3x1— x34+3x3— x4=4
2x1+ x2—2x3 =2
2xp— x3+3x4 =3
RjeSenje.
X1 = —149, X2 = —42, X3 = —171, X4 = —28.
|
Zadatalk 4.46 Ispitati prirodu rjeSenja, te zatim rijeSiti sustav linearnih jednadzbi:
X1+ xp—2x3+4x4 = —1
3x1+2x2— x34+3x4=0
2x1— x2+3x3— x4=9
5x1—2x0+ x3—2x4=09
RjeSenje.
Zadani sustav ima jedinstveno rjeSenje: x; =1, xx=-2, x3=2, x4=1.
|

Zadatak 4.47 Ispitati prirodu rjeSenja, te zatim rijeSiti sustav linearnih jednadZbi:

xXp+x2— x3+ xq4=4
2x1 —xp+3x3 —2x4 =1
X1 — x3+3x4=6
3x1 —xp 4+ 2x3 =7

RjeSenje.
Zadani sustav ima jedinstveno rjeSenje: x| =

—

1
5

—_
W

Xo=—2, x3=-—

o



4.5 Zadaci 165

Zadatak 4.48 Ispitati prirodu rjeSenja, te zatim rijesiti sustav linearnih jednadzbi:

X1 +2xp — x3 =1
2x1 +4xs + x4=1
X1+2X2—3X3—4X4:5'
X1 +2xp —5x3—2x4 =3

Rjesenje.
Zadani sustav ima beskonacno mnogo rjeSenja: x; =f, xp = 15’, x3=0, x4=-1, reR.
|
Zadatalk 4.49 Ustvrditi da sustav linearnih jednadZbi:
2x1 —4xo+ x3=1
X1 —5xp+3x3=2
X1 — X2+ x3=-—1
3x1+5x7 —5x3=—6
ima jedinstveno rjeSenje i naci to rjeSenje.
Rjesenje.
Za matricu sustava A i prosirenu matricu sustava Ap = [A | B] vrijedi: r(A) =3 =r(Ap) =n.
Stoga, zadani sustav ima jedinstveno rjeSenje: x; = —%, Xy =-—3%, X3= —%.
|
Zadatak 4.50 Rijesiti sustav linearnih jednadZbi:
X1+ 2x2 —2x3 =2
3x; + x3=4.
dx; +2x2— x3=4
Rjesenje.
Svodenjem prosirene matrice sustava Ap = [A | B] na reducirani oblik imamo:
1 2 -2 2 1 2 =2 2
Ap=13 0 1 41 ~ 10 -6 7 -2
4 2 —1 4 0 0 O -2
Stoga, zadani sustav je proturjecan i nema rjeSenja.
|

Zadatalk 4.51 Rijesiti sustav linearnih jednadZzbi:

—x1—2xp+3x3 =14
dx1 +5xp —6x3 =7
—Tx1+8x;— x3=10
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Rjesenje.
x1=11, x,=13, x3=17.
[
Zadatalk 4.52 Cramerovim pravilom rijeSiti sustav linearnih jednadZzbi:
dx14+2xp—x3=06
3x1 +x3=4.
Tx1 +2x, =8
Rjesenje.
A =0 = zadani sustav nije regularan. Dodatno je: A| = —4 # 0 = zadani sustav nema
rjeSenja.
[
Zadatak 4.53 Cramerovim pravilom rijeSiti sustav linearnih jednadZbi:
3x14+3x,— x3=11
2x1— x2+2x3=9 .
4x) +3xp +2x3 =25
Rjesenje.
x1=2, x=3, x3=4.
[
Zadatalk 4.54 Cramerovim pravilom rijeSiti sustav linearnih jednadZzbi:
X1 +2x4+3x3=2
3xo+ x3=28
6x1 —3x2 =-2
Rjesenje.
X1=%7 X2=13*O, x3=—2.
[
Zadatak 4.55 Odrediti rjeSenja sustava linearnih jednadZbi u ovisnosti o parametru A € R:
Axi+ xo— x3=1
2x1+ 3x2 +Axz = 3.
X1 +Axa+ 3x3=2
RjeSenje.
Zad € R\ {-3, 3i2ﬁ} sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje:
A—2 242 —10A +7 302 —8A +4
Xl =5 T X2 o r o T 3T o3 oy A
A2 —32+1 A3 —8A+3 A3 —84+3
Zal=-31iA= % sustav je proturjecan i nema rjeSenja. |
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Zadatak 4.56 Odrediti A € R tako da sustav linearnih jednadzbi:

3Ax; + 9xp — 15x3 = 6
2x1 + 6xp — 10x3 = 4 .
X1 + 12xy — 20x3 = 1+ A

ima najmanje jedno rjeSenje i naci sva rjeSenja ovoga sustava.

RjeSenje.
Za A € R\ {1,7} sustav je proturjecan i nema rjeSenja.
Za A = 7 sustav je neodreden iima e mnogo rjeSenja: x; =0, x; = 2+T5t’ x3=t, teR.

Za A = 1 sustav je neodreden iima e mnogo rjeSenja: x; =2, xp, =5s, x3=23s, s€ER.

[
Zadatak 4.57 U ovisnosti o parametru A € R rijesiti sustav linearnih jednadzbi:
Axi+ x4+ x3=1
xX1+Axo+ x3=A.
X1+ x2+Axz=A2
Rjesenje.
Za A €R, A #1 i A # —2 sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje:
1 A+1 A+1
X|=—5—F=, X2=75—F7, X3=—7;
T2 P A2 T 42
Za A = 1 sustav je ncodreden i ima beskonacno mnogo rjeSenja:
xi=u, xy=v, x3=1—u—v, u,veR,
Za A = —2 sustav je nemoguc i nema rjeSenja.
[

Zadatak 4.58 U ovisnosti o parametru A € R rijesiti sustav linearnih jednadzbi:

2x14+3x+ x3=1
3x1+4x2+ 2x3=1.
X1+ xo+Ax3=2

Rjesenje.
Za A € R, A # 1 sustav je odreden iima jedinstveno rjeSenje:

-3 A+l 2
METT RT v 2 —1

Za A = 1 sustav je nemoguc i nema rjeSenja.
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Zadatak 4.59 Diskutirati rjeSenja sustava linearnih jednadzbi:

X1 +2xp— x3— 3x4=-2
2x1 —4x2 +4x3 — Sxqg= -7

! 2 ’ N , VA eR.
dx1 +2xp —2x3+ 3x4=06
5x1—4x2+3x3+12x4;:l

Rjesenje.
Za A € R, A # +1 sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje:

_ 5A+4 _—45A—1 6548 1
10+ PT 1o+ BT o+ M7

X1
Za A = 1 sustav je ncodreden i ima beskonacno mnogo rjeSenja:

1
x| =t, x2:§(35—88t), x3=22-57t, xa=-512t—-1), teR;

Za A = —1 sustav je nemoguc i nema rjeSenja.
[
Zadatak 4.60 U ovisnosti o parametru A € R rijesiti sustav linearnih jednadzbi:
X1+ x2+ x3+ xg=1
xt+Axo+ x3+ xa=24
X1+ xo+Axs+ xg =22
X1+ x4+ x3+Axg = A3
Rjesenje.
Za A € R, A # 1 sustav je odreden iima jedinstveno rjeSenje:
xi=—-A2=21-2, xo=1, x3=A+1, xs=A2+A+1;
Za A = 1 sustav je ncodreden i ima beskonacno mnogo rjeSenja:
X1=t, Xxp=u, x3=v, x4=1—t—u—v, t,u,veR.
[

Zadatalk 4.61 Diskutirati rjeSenja sustava linearnih jednadzbi:

ax;— xp— x3=0
X1+ 2x+ x3=8.
2x1 —axy+2x3=1

u ovisnosti o realnim parametrima @ i 3.
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Rjesenje.
Za a,B€R, o #—4 i a# —1sustav je odreden i ima jedinstveno rjeSenje:

af+2B+1 2B -1 a’B+2a—2B+1
M sara 2T at4a BT a2isatrd
Za o = —1 sustav Ce biti neodreden i imati beskonacno mnogo rjeSenja ako i samo ako je f = —1!
Tada ¢e vrijediti:
xi1=u, xx=-1, x3=1—u, ueR;
Za a = —4 sustav ¢e takoder biti neodreden i imati beskonacno mnogo rjeSenja ako i samo ako je

B = 1! Tada ¢e vrijediti:
x1=v, xp=231(6v+1), x3=1(-14v—1), veR.
Zadani sustav je nemoguc¢ (nema rjeSenja) akoje ¢« = —11i 8 # —1, odnosno @ = —4i f§ # %

H
Zadatak 4.62 Za koje vrijednosti parametara o, B € R rjeSenje linearnog sustava:

x1+ x2+ x3=0
X1+ oxy+oax3=0
x1+ Bxa+oax3=0

predstavlja samo ishodiSte koordinatnog sustava?

Rjesenje.

Zadani linearni sustav je homogen i njegova determinanta je (o — 1)(o — ). Dakle, ako je
(o« —1)(a— B) # 0, onda zadani sustav ima samo trivijalno rjeSenje koje gecometrijski predstavlja
ishodiSte koordinatnog sustava.

[
Zadatak 4.63 Kolike su jakosti struja I, I 1 I3 u strujnome krugu na slici?
L 4 Iz
I3
5 52§ 20 §10 0
+ - +, —
0

50 V 30V
RjeSenje.
Primjenom I. Kirchhoffovog>® zakona (algebarski zbroj struja u svakom cvoru strujnoga kruga
Jje nula) na ¢vorovima A i B, te primjenom II. Kirchhoffovog zakona (algebarski zbroj napona u
svakoj zatvorenoj petlji strujnoga kruga je nula) na tri zatvorene petlje unutar zadanoga strujnoga

36 Gustav Robert Kirchhoff, njemacki fizi¢ar, 1824.-1887. Bio je Gaussov ucenik.
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kruga do¢i ¢emo do linearnog sustava (4 ) od tri jednadzbe s tri nepoznanice:

L+ L—-— I1=0
50 +20I; =50 (%)
101, +2013 = —30

&ije jedinstveno rjeSenje je I} = 6 A, I, = —5A, I; = 1 A. Cinjenica da struja I, ima negativan
iznos govori nam da je pravi smjer ove struje suprotan od referentnog, tj. onog zadanog slikom!

H
Zadatak 4.64 Na slici ispod prikazana je mreZa jednosmjernih prometnica s brzinama protoka (broj
svih vozila po satu), koje se sastaju u raskruzju. Napisati sustav linearnih jednadzbi koji modelira
ovu stvarnu situaciju.

RjeSenje.
Za spojeve A, B, C, D redom vrijedi:

A: 2004 fa=f1
B: 100+ f4s=fo
C: 200+ f2=f3,
D: 100+f1=f3

Sto je ekvivalentno sa sljede¢im linearnim sustavom:

fi — fa =200
f2 — fa =100 )
-2t f3 =200
—h +f3 =100
RjeSavanje sustava () ostavljamo citatelju za vjeZbu.
[

Zadatak 4.65 Profesionalni ulagac prodao je svoj vlasni¢ki udio u trima poduzecima tijekom triju
tromjesjecja. U prvom tromjesjecju prodao je 100 dionica poduzeca A, 100 dionica poduzeca B i
200 dionica poduzeéa C te pritom dobio 65000 €. U drugom tromjesjecju prodao je 50 dionica
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poduzeéa A, 200 dionica poduzeca B i 100 dionica poduzeca C, zaradivsi pritom 55000 €. U
treCem tromjesjecju je zaradio 45000 € prodavs$i 100 dionica poduzeéa A, 100 dionica poduzeca
B 1100 dionica poduzeca C. Kolika je cijena svake dionice?

Rjesenje.
Cijena dionice A je 100 €, dionice B je 150 € i dionice C je 200 €.

[
Zadatak 4.66 Na poziv Ministarstva zastite okoliSa da zajednicki zazelenimo Lijepu Nasu, grad
Zadar je tijekom tri godiSnja doba sadio autohtone vrste biljaka: hrast (H), maslinu (M) 1 lavandu
(L). U proljece je posadeno 100 hrastova, 100 maslina i 200 grmova lavande za 23 000 €. Na ljeto
je posadeno 50 hrastova, 200 maslina i 100 grmova lavande za 29 500 €. U jesen je posadeno 100
hrastova, 100 maslina i 100 grmova lavande za 21 500 €. Kolika je cijena pojedine vrste sadnice?

Rjesenje.
Cijena sadnice hrasta (H) iznosi 80 €, masline (M) 120 €, a lavande (L) 15 €.
|
Zadatak 4.67 Oznacimo broj molekula ugljikova dioksida, vode, glukoze i kisika redom sa x, y, z i
w. Nadi brojeve reaktanata i produkata u procesu fotosinteze (proces koji se odvija u kloroplastima
biljnih stanica u kojima biljka iz ugljikova dioksida (CO;) i vode (H;0), s pomoéu Sunceve
energije stvara Secer glukozu (Ce¢H120g) i kisik (07)).
Rjesenje.
U ovom zadatku, u biti, trazZimo uravnotezenu kemijsku reakciju oblika:
xCO, +yH20 — 72C6H 1206 +wO>.

Usporedbom broja atoma reaktanata ugljika, kisika i vodika s brojem atoma produkata istih elemenata,
dobit ¢emo tri linearne jednadZbe:

UGLJIK: x=06z

KISIK: 2x+y=6z+2w,
VODIK: 2y=12z

Sto je ekvivalentno sa sljede¢im homogenim linearnim sustavom:

X — 6z =0
2x4+ y— 6z—2w=0. ©®)
2y — 12z =0

Homogeni sustav () sadrZi tri linearne jednadZbe s Cetiri nepoznanice, dakle nuzno ima beskonacno
mnogo rjesenja, tj. vrijedi (detalje prepustamo Citatelju):

X =t, y=t, 7=—t w=t, t e R.
U pravilu za ¢t odabiremo najmanju pozitivhu cjelobrojnu vrijednost koja ¢e rezultirati s cjelobrojnim

varijablama x, y, z 1 w. Stoga za ¢t biramo vrijednost 6 i dobivamo: x =6,y =6,z=11iw =6,
odnosno trazena uravnoteZena kemijska reakcija je oblika:

6CO, +6H,0O — CegH1206+ 60,.
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Linearni prostori

Pojam linearnog prostora. Grubo govoreéi linearni ili vektorski prostor je skup na kojem su zadane
binarna operacija zbrajanja i operacija mnoZenja skalarima koje poStuju uobicajena racunska pravila.
Neka je V neprazan skup na kojem su zadane binarna operacija zbrajanja + : V x V — V i operacija
mnoZenja skalarima iz polja F, - : F x V — V. KaZemo da je uredena trojka (V, +, -) linearni ili
vektorski prostor nad poljem F ako vrijedi:

(VP1) a4+ (b+c)=(a+b)+c, Ya,b,ceV,

(VP2) postoji 0 € V sasvojstvoma+0=0+a=a, VaeV,

(VP3) zasvakia € V postoji —a € V takavdajea+ (—a) = —a+a =0,

(VP4) a+b=b+a, Va,beV,

(VP5) a(Ba)=(aP)a, Va,B €F, YacV,

(VP6) (a+PB)a=aa+Pa, Va,B €F,VacV,

(VP7) a(a+b)=oa+ob, Vo e F, Va,beV

(VP8) 1-a=a,VaeV.

Linearni (vektorski) prostor je, dakle, struktura koja se sastoji od nekog nepraznog skupa V
snabdjevenog dvjema operacijama koje trebaju zadovoljavati navedenih 8 svojstava. Elementi skupa
V nazivaju se vektori (tocke), dok se elementi polja F nazivaju skalari. Najcesce se kao polje F
uzima polje realnih ili polje kompleksnih brojeva. U tim slucajevima kazemo kako je rije¢ o realnom,
tj. kompleksnom vektorskom prostoru.

Najvazniji primjeri linearnih prostora. Neki najpoznatiji linearni (vektorski) prostori su
sljedeéi skupovi:

(Pr1) Skupovi V!, VZ i V3 vektora na pravcu, u ravnini i u prostoru redom su vektorski prostori uz
standardne operacije zbrajanja vektora i mnoZenja vektora skalarom. Nazivamo ih klasicnim
vektorskim prostorima.

(Pr2) Skup matrica .#,, , (skup svih matrica tipa m X n) je linearni prostor uz standardne operacije
zbrajanja matrica i mnoZenja matrica skalarom.
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(Pr3) Skup R = {(x1,...,x,) | x; € R za i=1,...,n} je linearni prostor uz operacije
(X1yeeey X)) + (X5 xh) = (01 + X,y X0+ X5,),
A-(xryeo,xn) = (Axp, .., Axy).
(Pr4) Skup polinoma &2, (skup svih polinoma stupnja manjeg ili jednakog #n) je linearni prostor uz
operacije,
(xnt™ + .. x1t+x0) + (X" + o+ X+ x() = (e X))+ (g +x)E+ (x0 +xp),
A-(xnt"+ . x4+ x0) = Axpt"+ . 4 Axit+ Axg.
Prostor svih polinoma &7 je takoder linearni prostor uz iste operacije.
(Pr5) Skup .# = {f : [a,b] — R} svih realnih funkcija definiranih na intervalu [a, b] je linearni
prostor uz operacije
(f+8)(x) = f(x) +2(x),
(Af)(x) = Af(x).

Linearni potprostor. Neka je (V, +, -) linearni prostor. Podskup W C V &ini linearni potprostor
prostora V ako je on linearni prostor uz iste operacije koje su definirane na prostoru V. Je li neki
skup linearni potprostor, mozemo jednostavno provjeriti pomocéu ovog vaznog teorema:

! Neka je V linearni prostor. Podskup W C V je potprostor akko vrijedi

oda+BbeW,Va,be W, Va,p €F.
Kao posljedica prethodnog teorema vrijedi: ako je W C V potprostor od V, onda nul-vektor 0 mora
biti sadrzanu W.

Primjer 5.1 Provjeriti je li skup ¢3 — skup svih gornje trokutastih kvadratnih matrica reda 3 —
potprostor prostora .#3.

RjeSenje.
Naka su A, B dvije proizvoljne gornje trokutaste kvadratne matrice reda 3, inekasu a, B € F
proizvoljni skalari. Vrijedi:

ajy apx as b1 b1y bi3 (a1 aa, oas Bbi1 Bbia Bbiz
a| 0 ayxy ars +[3 0 by byz| = 0 oazy oaz |+ 0 Bbzz Bb23
0 0 ass 0 0 b33 L 0 0 oass 0 0 ﬁb33
[aaiy +Bbi1 @ain+Bbia aais+ Bbis
= 0 aa22+[3b22 Ota23+ﬁb23 .

i 0 0 aass + Bbis

Dakle, xA + BB € 93, tj. skup ¥3 jest potprostor od ..

[ |

Linearna zavisnost i nezavisnost. Neka je V linearni prostor nad poljem F. Ako su a1, as,
..., ax €V bilo koji vektori, a a1, 0y, . .., o € F po volji odabrani skalari, onda je jednozna¢no
odreden vektor

orap + 0rar + ...+ Orag 5.1
iz V, koji nazivamo linearna kombinacija vektora ay, as, .. ., ay s koeficijentima o, 0, . . ., O.
Neka je S = {ay,az,...,a;} konacan skup vektora iz V. KaZemo da je taj skup linearno

nezavisan, ako se nul—vektor 0 € V moze na jedan jedini nacin prikazati kao linearna kombinacija
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vektora iz S, tj. ako iz
0=oja;+ oar+ ...+ oag (5.2)

slijedidaje a; =0,zasvei=1,..., k. Ako pak 0 dopusta prikaz oblika (5.2), za skup S kaZemo
da je linearno zavisan. Drugim rijeCima, skup S je linearno zavisan akko postoji izbor skalara o,
ay, ..., oy € F takav da vrijedi (5.2) i pritom je bar jedan od skalara o; razli¢it od nule. Dodatno,
krace ¢emo govoriti kako je skup S linearno nezavisan ako 0 € V dopusta samo trivijalan prikaz
pomodu vektora iz S, odnosno da je S linearno zavisan ako O € V ima i netrivijalnih prikaza. Nadalje,
konacan skup vektora S = {ay,as,...,a;} iz V je linearno zavisan akko se bar jedan od vektora iz
S moZe prikazati kao linearna kombinacija preostalih vektora iz S.

Primjer 5.2 Utvrditi koji je od skupova iz prostora V3:

a) 2i+j, i+k, j-2k

b)i, i+j, i+j+k

linearno zavisan, a koji linearno nezavisan. Izraziti pojedini vektor iz skupa kao linearnu
kombinaciju ostalih vektora, kad god je to moguce.

RjeSenje.

a) Zavektore d =2i+j, b=i+k, ¢=j—2k vrijedi
0G+ 06+ 0¢ =0,

a—2b—¢=2i+j—2i—2k—j+2k=0,

pa je skup vektora {@,b,¢} linearno zavisan. Dodatno, vrijedi:

= | 1 =
a=2b+7¢, b:ia—ia ¢=da—2b
b) Za vektore
a=i, b=i+j, ¢=i+j+k

dobivamo 0 samo za trivijalnu kombinaciju
0d + 05 +0¢ = 0
pa je skup vektora {@,b,¢} linearno nezavisan.

\. J

Dimenzija linearnog prostora. Dimenzija linearnog prostora maksimalan je broj linearno
nezavisnih vektora u tom prostoru, ili, preciznije (paZljiv Citatelj ¢e zamijetiti da je linearna
nezavisnost, odnosno zavisnost, svojstvo skupa vektora, a ne svojstvo pojedinih vektora iz tog
skupa), dimenzija linearnog prostora je kardinalnost najveceg linearno nezavisnog skupa vektora u
tom prostoru. Linearna algebra bavi se konacnodimenzionalnim prostorima. U kona¢nodimenzi-
onalnim prostorima broj linearno nezavisnih vektora je konacan. Podrucje matematike koje izuCava
beskonacnodimenzionalne linearne prostore naziva se funkcionalna analiza.

Dodatno, dimenziju linearnog prostora standardno je definirati pomocu baze tog vektorskog prostora:
Dimenzija vektorskog prostora je kardinalnost bilo koje baze tog prostora.
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Baza linearnog prostora. Svaki kona¢nodimenzionalan linearni prostor V # {0} ima bazu.
Baza linearnog prostora V nad poljem F je svaki skup vektora B = {by,bs,...b,} C V koji ima
sljedeca dva svojstva:

(B1) wvektori by, by, ...b, sulinearno nezavisni, i
(B2) svaki drugi vektor v € V moZe se napisati u obliku linearne kombinacije vektora by, ba, . .. b,.

Linearni prostor V moZe imati vise razli¢itih baza °’. Na primjer, svaki skup tri linearno

nezavisna vektora u V3 je baza od V3. Za baze linearnih prostora vrijedi Steinitzov>® teorem:
! Svake dvije baze linearnog prostora V % {0} imaju isti broj elemenata.

Taj broj je, dakle, jednak dimenziji prostora V. Mada linearni prostor ima obilje razlicitih baza,
najcesée se u tom prostoru istakne jedna baza koja se naziva standardna ili kanonska. Standardna
baza prostora V3 je B = {7, ]k}, pa je dim(V3) = 3. Neka je V linearni prostor nad poljem F,
B = {by,bs,...b,} CV neka baza linearnog prostora V, i x € V bilo koji vektor iz tog prostora.
Zbog svojstva (B2) postoje koeficijenti (skalari) x1, x3, ..., x, € F, takvi da vrijedi:

x=x1b1 +x2br+ ...+ x,b,,

Sto jo§ zapisujemo kao:

B
i zovemo matricni prikaz vektora x u bazi B. OcCito ¢e matricni prikaz vektora ovisiti o odabranoj bazi B.

( 3

Primjer 5.3 Neka je B; standardna baza vektorskog prostora V3, aBy={i+],i—j,k}i
B; = {l + ] +k J+ k k} dvije nestandardne baze prostora V>. Zapisati matri¢no vektor
Gd=4i+4ke V3 u bazama B, B, 1 B3 redom.

RjeSenje.
Vrijedi (koeficijente u rastavu d = x1b; + xpb5 + x3b3 dobivamo izjednaCavanjem s d po
komponentama vz i, j, k):

By
2
d= 4i+4k=20+))+2(G0—-7)+4k=|2]| ,
4 B,
4
G= 4i+4k=4(G+j+k)—4(+k) +4k= |—4
4 B,
|
57 Svaki linearno nezavisan skup § = {ay,...,az} ukona¢nodimenzionalnom prostoru V se moZe nadopuniti do baze.

58 Ernst Steinitz, njemacki matematicar, 1871.—1928.
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5.2 Linearni operatori

Linearni operatori. Neka su U i V linearni prostori nas istim poljem F, a A : U — V neko
preslikavanje. KaZzemo kako je to preslikavanje linearni operator ako ima ova svojstva:

(LO1) A(a+b)=A(a)+A(b), Va,beU, (aditivnost)
(LO2) A(aa) =aA(a), YoeF,acU. (homogenost)

Jasno je kako prethodna definicija dopusta i moguénost U = V. Dodatno, kaZzemo kako
operator A : U — V ima svojstvo linearnosti ako za svaki a,b € U i svaki o, B € F vrijedi svojstvo:

A(aa+Bb) = aA(a) + BA(b). (5.3)

Lako se vidi kako je svojstvo linearnosti (5.3) ekvivalentno paru svojstava aditivnosti i homogenosti.
Dakle, posve ekvivalentno linearni operator se moZe definirati kao preslikavanje linearnih prostora,
koje ima svojstvo linearnosti (5.3).

Kompozicija linearnih operatora. Nekasu F : U — Vi G : V — W linearni operatori. Njihova
kompozicija (produkt operatora) H = Go F : U — W (samo u tom poretku!) je linearni operator
(kompozicija cuva linearnost operatora).

Primjer 5.4 Ispitati je li operator A linearan, ako je A : V> — V? definiran pravilom

-

A(xi+y]) = (x+2y)i+ (x—y)J.

RjeSenje.
Za proizvoljne vektore i = xi +y; i v = xi + ' iz prostora V2, te proizvoljni skalar o € R
vrijedi:
A@@+7) = A(xi+yj+xT+Y7) = A((x+x)i+ (v +y)])

= ((x+5) +2(+¥))i+ ((x,x) = (v +¥))]

= (x4+2y)i+ (x—y)j+ (¥ +29)i+ (x' = y")j

=A() + A7),

A(ail) = A(axi+ ayj)

= (ax+2ay)i+ (ax—oy)]
= Oc((x+2y)_i'+ (x—y)_j) = aA(u).

Dakle, zadani operator A ima svojstva aditivnosti (LO1) i homogenosti (1.O2), pa je linearan!
[

\ J

Prikaz linearnog operatora matricom. Linearni operator, osim $to se moze definirati pomocu
pravila preslikavanja, moZe se takoder predstaviti matricom. Neka je V linearni prostor nad poljem
FiB={by,by,...b,} CV neka baza linearnog prostora V. Za proizvoljni vektor x € V vrijedi:

x=x1by+x2by+...+x,b, = A(x)=A(x1b1+x2b2+...+x,by)
:xlA(bl)—{-xZA(bz)—I—...+an(bn).

Dakle, djelovanje operatora je potpuno odredeno ako su poznati A(by),A(bz2),...,A(by).
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Neka su U, V linearni prostori nad istim poljem, dimenzije n, odnosno m,a A : U — V neka je
linearni operator. Neka je E = {ej,e2,...,¢,} CUbazazaU,aB = {by,by,...,b,} CV baza
za V. Vektor vi = A(e;) pripada prostoru V i moZe se razviti po bazi B. Dakle, postoje skalari o1,
Qyl, ..., Oy takvi da vrijedi:

A(el) =0o by +0br+ ...+ Ay by
Sli¢no vrijedi i za ostale vektore baze E:

A(ez) = oab) + 02by + ... + Qb

A(e,,) = Q1,b1+ 02,by+ ...+ Cynbi.

Stoga je, operator A jednozna¢no odreden matricom:

o1 -0 Oqp
Agp = | Cl 5.4
On1 -+ Omn
odnosno matricom tipa m x n, u kojoj stupce ¢ine komponente vektora A(e;), A(ez), ..., A(en) po

bazi B. Matricu A g p) nazivamo matric¢ni zapis, odnosno matricni prikaz, matricna reprezentacija
ili, kratko, matrica operatora A u paru baza (E,B).

Kompoziciji linearnih operatora odgovara matrica koja je jednaka umnosku (ulancanih) matrica
pojedinih linearnih operatora.

Primjer 5.5 Ispitati je li operator simetrije (u ravnini) s obzirom na os apscisa linearan, i
ako jeste, odrediti matri¢ni prikaz tog operatora u paru kanonskih baza (B, By).

RjeSenje.
Operator simetrije (u ravnini) s obzirom na os apscisa proizvoljnom vektoru i = xi +yj € V2
pridruzuje vektor A (%) = xi—yje V2 Ovaj operator je linearan, jer vrijedi:
A(@+7) = A(xi +yj +x"i+y]) = A +x)i+ (v +))))
= (x+x)i—(y+Y)j=xi—yj+xi-Y]
=A(u) +A(V),
Aod) = A(axi+ oy))
=oxi—oy) = o(xi—yj)
=aA(u).

Nadalje, za vektore kanosnske baze B; prostora V? vrijedi A(?) =T1i A(}) = — . Dakle, za
matricni prikaz operatora simetrije s obzirom na os apscisa, u paru kanonskih baza vrijedi:

1 0
A(BlvBl) = |:0 _1:| b




5.3 Algebra operatora 179

Odnos matricnih zapisa istog operatora. Neka je A : U — V linearni operator, A g g) matrica
tog operatora u paru baza (E,B), a Az £/ ) Matrica istog operatora u paru baza (E',B’). Za matri¢ne
zapise istog linearnog operatora u razliitim parovima baza vrijedi sljedeca relacija:

Al gy =T "Awgp)S, (5.5)

gdje je S matrica prijelaza E — E’, a T matrica prijelaza B — B’.
Matricni zapisi A g p) iA’( "B istog linearnog operatora A : U — V u razli¢itim parovima baza
su ekvivalentne matrice, Az BBy~ A(g,)- U posebnom slucaju, odnosno kad je U =V, dakle

A :V — V, matrice A(B,B) iA’(B, B) tog operatora u bazama B C V, odnosno B’ C V, su vezane
relacijom:

Alp gy = T 'AppT. (5.6)

Stoga su, matri¢ni zapisi A g p) iA’( BB istog linearnog operatora A : V — V, u razliitim bazama
prostora V, slicne matrice, AEB,7B,) ~ A(B’B).

( 3

Primjer 5.6 Ako je linearni operator A u standardnoj bazi B prikazan matricom:

1 0 -1
A(B],B]): 0 3 —1 3
4 —1 -3

odrediti matricu A g, p,) tog operatora u bazi B, = {7—1—} T 275, 20437+ 475, i = 375}.
Rjesenje.
Matrica prijelaza iz baze B u bazu B; je:

1 2 -1 13 -2 -5
T=1(13 1|=>..=T'=|-5 1 2
2 4 -3 2 0 -1
Dakle, vrijedi:
13 -2 =571 o —1][1 2 -1 0 —1 6
Appy =T "Ap,p)T=|-5 1 2|0 3 —1||1 3 1 [=|0 1 4|
2 0 —1||4 -1 —-3||2 4 -3 1 3 0
m

5.3 Algebra operatora

U prethodnom odjeljku definirali smo kompoziciju linearnih operatora. U fokusu ovog odjeljka
bit ¢e pojmovi bijektivnosti i inverza operatora, uz bitnu napomenu kako ¢emo razmatrati samo
operatore A : V — V kojima su domena i kodomena isti linearni prostor V. U slucaju da su linearni,
ovakvi operatori se mogu prikazati kvadratnim matricama.

Regularni operatori. Linearni operator A : V — V je bijekcija akko je matrica operatora A
regularna. Bijektivne linearne operatore jo§ nazivamo regularnim operatorima. Linearni operator
koji nije bijekcija nazivamo singularnim operatorom.
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Inverz linearnog operatora. Neka je A : V — V linearni operator na linearnom prostoru V.
KaZemo da A ima inverz (ili da je invertibilan), ako postoji linearni operator A~! : V — V takav da
vrijedi:

A'oA=idy i AoA~!'=idy,

gdje je idy identi¢ni operator na prostoru V, tj. idy (v) = v za svaki v € V. Dodatno, identi¢ni
operator na nekom linearnom prostoru V je trivijalan primjer invertibilnog operatora. Nije teSko
dokazati kako je linearni operator A : V — V invertibilan akko je determinanta matrice operatora
A razli¢ita od nule, kao i da je matrica inverznog operatora A~! : V — V jednaka inverzu matrice
operatora A.

U sljedecem odjeljku pokazat ¢emo kako pronaci takvu bazu prostora V u kojoj ¢e matrica
operatora A : V — V biti ¢im jednostavnija. U tom cilju definirat éemo svojstvene vrijednosti i
svojstvene vektore operatora A. Ranije smo (u odjeljku 3.7) spomenuli kako se problem svojstvenih
vrijednosti operatora moze reducirati na problem svojstvenih vrijednosti matrica (pridruzenih tim
operatorima). Ovdje éemo jos istaknuti kako za regularan linearan operator A, njegov inverz A~ ', te
za njihove svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore vrijede sljedeéa svojstva:

! Ako je A svojstvena vrijednost operatora A onda je A ~! svojstvena vrijednost operatora A~ !;

! Pripadajudi svojstveni vektori su isti.

Primjer 5.7 Ako postoji, odrediti inverz linearnog operatora zadanog formulom:
L(X,y,Z) = (2)6, 4x—ya 2x+3y _Z)

u prostoru R3.

Rjesenje.
Slike baznih vektora su vektori L(1,0,0) = (2,4,2),L(0,1,0) = (0,—1,3)iL(0,0,1) =
(0,0,—1), pa za determinantu matrice zadanog operatora L vrijedi:

2 0 0
4 -1 0|=...=2#0.
2 3 -1

Dakle, zadani operator L je invertibilan. Nadalje, neka je (u, v, w) € R? proizvoljan. Vrijedi:
LY u,v,w) = (x,y,2) < L(x,,2) = (u,v,w) = (2x, 4x—y, 2x+ 3y — 2),

odnosno
u

E 9
Konacno, formula za inverz zadanog linearnog operatora L je:

X = y=2u—v, z=Tu—3v—w.

L~ u,v,w) = (g, 2u—v, Tu—3v—w).
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Spektar operatora

Nije tesko zakljuciti kako bi najjednostavniji matricni zapis nekog linearnog operatora A : V — V., u

A, 0 - 0

0 A --- 0
nekojbazi B= {b;,bs,...,b,} prostora V, bio u obliku matrice: . )

0 0 --- A,

Razlog je evidentan: Ako je matrica dijagonalna, njezin rang, determinanta, trag, inverz (ako
postoji) ili bilo koji drugi podatak o€iti su i racuna.

Po definiciji matri¢nog zapisa linearnog operatora odmah vidimo kako je dijagonalan matri¢ni
zapis u bazi B ekvivalentan sustavu jednakosti:

Aby = Mby, Aby = Asby, ..., Aby = Anby.

Dakle, vektori baze b; (i = 1,2,...,n), u ovoj situaciji imaju osobito svojstvo:
Operator A preslikava vektore baze B u njima kolinearne vektore.

To nas vodi na ideju da opéenito, za dani linearni operator, razmotrimo egzistenciju, metode
pronalaZenja i svojstva takvih vektora.

Svojstvene vrijednosti i spektar. Neka je V linearni prostor nad poliem Fi A:V — V
linearan operator. Kaze se da je skalar Ag € F svojstvena vrijednost operatora A ako postoji vektor
v eV, v#D0, takav da je A(v) = Agv. Skup svih svojstvenih vrijednosti operatora A naziva se
spektar (operatora A) i oznacava sa 0 (A). Vektor v iz gornje definicije naziva se svojstveni vektor
pridruZen svojstvenoj vrijednosti A¢. Treba primijetiti kako svojstveni vektor nije jedinstven:

ako je v svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti Ay onda je i uv svojstveni vektor
pridruzen istoj svojstvenoj vrijednosti, i to za svaki skalar i iz polja F, u # 0.

Stovise, neka svojstvena vrijednost Ay operatora A moZe posjedovati i vise linearno nezavisnih
svojstvenih vektora.
Premda svojstveni vektor (po definiciji) mora biti razlicit od nul-vektora, svojstvena vrijednost
moZe biti jednaka nuli. Posebno, 0 je svojstvena vrijednost operatora A je A singularan.
Karakteristicna jednadzba i karakteristicni polinom. Nije tesko uociti kako se jednakost
A(v) = Av moZe, u odabranoj bazi, matri¢no zapisati s (operator i njegovu matricu u odabranoj bazi
oznacavamo istim slovom A)

Av=Av, odnosno (A—AI)v=0.

Dakle, svojstveni vektori linearnog operatora A su netrivijalna rjeSenja v homogenog sustava

(A—AI)v =0. Obzirom da je sustav , netrivijalno rjeSenje postoji je matrica
sustava A — A singularna, tj. ako vrijedi
det(A—AI)=0.

Ova jednadZba se zove karakteristicna jednadZba operatora A. TraZene svojstvene vrijednosti su
dakle rjeSenja karakteristicne jednadzbe. MoZe se pokazati kako je lijeva strana karakteristi¢ne
jednadZbe, tj izraz det(A — AI), polinom u varijabli A kojeg nazivamo karakteristi¢ni polinom
operatora A. Karakteristi¢ni polinom i svojstvene vrijednosti operatora ne ovise o odabiru baza.
Dodatno, stupanj karakteristicnog polinoma jednak je redu n kvadratne matrice A. Za postupak
odredivanja (pronalaZenja) svojstvenih vrijednosti i vektora nekog operatora vidi Primjer 5.8.
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{ 3

Primjer 5.8 Neka je operator A zadan matricom:
-4 0
)
Nacdi svojstvene vrijednosti i vektore operatora A.

Rjesenje.
Prvo rjeSavamo karakteristicnu jednazbu det(A — AI) = 0 Cija rjeSenja su svojstvene
vrijednosti A; operatora A. Vrijedi:

R

det(A—lI):‘ T

’:_(4%)(4—1).

Dakle, operator A ima dvije svojstvene vrijednosti A; = —4 i A, = 4. Nadalje, za svaku
svojstvenu vrijednost A; traZimo rjeSenje v sustava (A — A;1)v = 0 koje je svojstveni vektor
za svojstvenu vrijednost A;.

Stoga, za A; = —4 rjeSavamo homogeni sustav:

(A+41)v =0,

i dobivamo prvi svojstveni vektor v; = [8, —1]7.

Sli¢no, za A, = 4 rjeSavamo homogeni sustav:
(A—4l)v=0,
i dobivamo drugi svojstveni vektor v, = [0, 1]7.

\. J

Dijagonalizacija operatora. Neka je A : V — V linearni operator na linearnom prostoru V.
Svojstveni vektori operatora A koji odgovaraju razli¢itim svojstvenim vrijednostima medusobno su
linearno nezavisni. Posljedica ove osobine svojstvenih vektora je:

! Ako su sve nul-tocke karakteristicnog polinoma razlicite, tad postoji baza prostora V koju
¢ine svojstveni vektori promatranog operatora A.

Dakle, linearni operator A : V — V dopusta dijagonalizaciju akko u prostoru V postoji baza koja se
sastoji od svojstvenih vektora tog operatora. Shodno tome, ako linearni operator A : V — V ima
n razlicitih svojstvenih vrijednosti, gdje je n = dim(V'), onda operator A dopusta dijagonalizaciju.
Dodatno, ako operator A dopusta dijagonalizaciju, onda je njegov dijagonalni matri¢ni zapis u bazi
koja se sastoji od njegovih svojstvenih vektora, a elementi na glavnoj dijagonali matrice su svojstvene
vrijednosti tog operatora.

Konacéno, najopéenitija tvrdnja (egzistencijalne prirode — tj. temeljem koje moZemo samo
zakljuciti postoji li baza svojstvenih vektora za promatrani operator) kojom se karakteriziraju linearni
operatori koji se mogu dijagonalizirati je:

! Da bi operator dopustao dijagonalizaciju, nuzno je i dovoljno da se njegov minimalni polinom

(). polinom najniZeg stupnja, s koeficijentima iz polja IF, kojeg matrica operatora ponistava)
moze prikazati kao produkt medusobno razlicitih linearnih faktora s koeficijentima iz polja .
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{ 3

Primjer 5.9 Ispitati dopusta li dijagonalizaciju operator A zadan matricom:

-1 2 2
A=2 2 2|,
-3 —6 —6

i ako dopusta, odrediti dijagonalni matri¢ni zapis tog operatora u bazi koja se sastoji od
svojstvenih vektora tog operatora.

Rjesenje.

Ponovno, prvo rjeSavamo karakteristicnu jednazbu det(A — AI) = 0O &ija rjeSenja su
svojstvene vrijednosti A; operatora A. Vrijedi:

-1-2 2 2
det(A—AI) = 2 2—-1 2 =...=—-A(24+21)(3+1).
-3 -6 —6—A
Dakle, operator A ima (ri razli¢ite svojstvene vrijednosti A} =0, A, = —21i A3 = —3.

Nadalje, za svaku svojstvenu vrijednost A; traZzimo rjeSenje v sustava (A — A;1)v = 0 koje je
svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost A;.

Stoga, za A; = 0 rjeSavamo homogeni sustav: (A —0[)v =0,

i dobivamo prvi svojstveni vektor v; = [0, 1, —1]7.

Sli¢no, za A, = —2 rjeSavamo homogeni sustav: (A +21)v =0,
i dobivamo drugi svojstveni vektor v, = [2, —1, 0]7.

Kona¢no, za A3 = —3 rjeSavamo homogeni sustav: (A +31)v =0,
i dobivamo treci svojstveni vektor v = [1, 0, —1]7.

Sada, nije teSko pokazati da su ova tri svojstvena vektora linearno nezavisna, pa zadani
operator A dopusta dijagonalizaciju. Nju provodi matrica:

0 2 1
T=|11 -1 0
-1 0 -1

Konacno, trazeni dijagonalni matric¢ni zapis nalazimo kao (na glavnoj dijagonali “Citamo”
svojstvene vrijednosti, koje smo i prije dobili):

0O 0 o0
D=T'AT=...=|0(=2 0
0 0 (-3

\ J

U prethodnom smo primjeru vidjeli da je linarni operator A (zadan matricom reda 3) s tri
medusobno razliite svojstvene vrijednosti uvijek dopusta dijagonalizaciju, jer mu svaka svojstvena
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vrijednost osigurava po jedan pripadajuéi, linearno nezavisan svojstveni vektor. Medutim, postavlja
se pitanje, $to se dogada kada karakteristi¢ni polinom operator A ima visestruke korijene.

U takvim situacijama, samo postojanje svojstvenih vrijednosti nije jamstvo da zadani operator
dopusta dijagonalizaciju. Klju¢ni kriterij postaje ukupan broj linearno nezavisnih svojstvenih vektora
koje operator moZe generirati. Naime, vrijedi:

! Ako linearni operator A: V — V nema n linearno nezavisnih svojstvenih vektora, gdje je

n = dimV, onda se operator A ne moZe dijagonalizirati>.

U nastavku ¢emo kroz primjer operatora zadanog matricom reda 3 s dvostrukom svojstvenom
vrijedno$éu, demonstrirati kako “manjak” linearno nezavisnih svojstvenih vektora onemogucuje
njegovu dijagonalizaciju.

( 3

Primjer 5.10 Ispitati dopusta li dijagonalizaciju operator A zadan matricom:

A=

— O W

SN O

w O O
-~

Rjesenje.
Jos jednom, prvo rjeSavamo karakteristicnu jednazbu:

det(A—AI)=0
Cija rjeSenja su svojstvene vrijednosti A; operatora A. Vrijedi:

3-4 0 0
detA—Al)=| 0 2-1 0 |=...=(2-2)3-2)~%
1 0 3-1

Dakle, operator A nema tri razliite svojstvene vrijednosti: svojstvena vrijednost A; = 2
je jednostruka, dok je svojstvena vrijednost A, = 3 dvostruka.

Za A| = 2 rjeSavamo homogeni sustav: (A —21)v =0,
i dobivamo prvi svojstveni vektor v = [0, 1, 0].

Sli¢no, za A, = 3 rjeSavamo homogeni sustav: (A —37)v =0,
i dobivamo jos§ samo jedan svojstveni vektor v, = [0, 0, 1]7.

Na koncu, nije teSko pokazati da su ova dva svojstvena vektora linearno nezavisna. Stoga,

300
linearni operator A zadan matricom A = |0 2 0| ne dopusta dijagonalizaciju jer nema n
1 0 3
(u ovom slucaju 3) linearno nezavisna svojstvena vektora.
[ |

59 Takav operator jo§ nazivamo defektnim (manjkavim).
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Primjeri operatora u ravnini i prostoru

Ne bas tako kratak uvod u linearne prostore i linearne operatore zavrsit ¢e navodenjem nekih primjera
linearnih operatora u ravnini i prostoru, koji se ¢esto javljaju u praksi. Svaka pripadaju¢a matrica
odnosit ée se na kanonske baze u V2 odnosno V3.

Simetrija ravnine obzirom na os x. Neka je Z : V> — V? preslikavanje ravnine definirano s
Z(u) =u, pri ¢emu je @’ vektor simetri¢an vektoru # obzirom na os x. U Primjeru 5.5 je dokazano

kako je ovo preslikavanje linearan operator, te da za njegov matricni prikaz imamo: [ (1) _01]

Simetrija ravnine obzirom na os y. Na sli¢an nacin dolazimo do matri¢nog prikaza operatora

. .. . . -1 0
simetrije ravnine obzirom na os y, odnosno: [ 0 J.

Simetrija ravnine obzirom na pravac p. Neka je p pravac u ravnini koji prolazi ishodistem, a
s osi apscisa zatvara kut ¢. Za matricu koja odgovara operatoru simetrije (u ravnini) obzirom na
cos2¢  sin2¢ ]

pravac p vrijedi: Sin2¢  —cos2¢

Operator centtralne simetrije u ravnini. Centralna simetrija u ravnini, odnosno preslikavanje

. - oo . . w .. 1—1
C : V? — V2 definirano s C(i1) = —1, je linearni operator i ima matri¢ni zapis: { 0 _01]

Rotacija ravnine oko ishodista za kut o. Neka je R : V> — V? preslikavanje ravnine definirano
s R(u) = #, pri ¢emu je @’ vektor dobiven rotacijom vektora # za kut . 1z geometrijskih razloga
jasno je kako je ovo preslikavanje linearan operator. Matricu operatora R dobivamo iz djelovanja
coso —sino ]

operatora na baznim vektorima. Vrijedi: | .
sinot  coso

Operator homotetije u ravnini. Neka je H : V> — V? preslikavanje ravnine definirano s
H(u) = ', pri ¢emu je @’ vektor dobiven rastezanjem vektora i duZz osi x za faktor A. Tako
definirano preslikavanje naziva se homotetija ravnine. 1z geometrijskih razloga jasno je kako je
ovo preslikavanje takoder linearan operator. Pritom, matricu operatora H dobivamo iz djelovanja

. . oA
operatora na baznim vektorima. Vrijedi: [

0 ﬂ Na sli¢an nacin dolazimo do matri¢nog prikaza

. . 1
operatora rastezanja vektora duZ osi y za i, odnosno: [ 0

2} Dakle, operator definiran matricom
A 0 . N . .
0 u predstavlja rastezanje duz osi, redom za faktore A i !

Operator zakoSenja u ravnini. Neka je S : V2 — V? preslikavanje ravnine definirano s
S(u) =#, pri Cemu je i’ vektor dobiven zakoSenjem (smicanjem) vektora i duZ osi x ili osi y za
faktor €. Tako definirana preslikavanja nazivaju se redom horizontalno smicanje odnosno vertikalno
smicanje. 1z geometrijskih razloga, jos jednom je jasno kako su oba preslikavanja linearni operatori,
pri ¢emu matrice operatora S takoder dobivamo iz djelovanja operatora na baznim vektorima.

. . |1 & 1 0
Vrijedi: [0 1},odnosno [8 1].

Posve analogno mogu se definirati operatori simetrije u prostoru, rotacije obzirom na os (u
prostoru), zakoSenja, homotetije duZ osi (u prostoru), itd.
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Simetrija prostora obzirom na os x. Ova simetrija je linearni operator Z, : V3 — V3 odreden s:

1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

-1 0 O
0 1 0
0 0 -1

Simetrija prostora obzirom na os z. Ova simetrija je linearni operator Z, : V3 — V3 odreden s:

-1 0 O
0 -1 0f.
0 0 1

Simetrija prostora obzirom na koordinatnu ravninu xy. Ova simetrija je linearni operator
Zyy V3 — V3 odreden s:

1 0 O
01 O
0 0 -1

Rotacija prostora oko osi x za kut o.. Ova rotacija je linearni operator R, : V3 — V3 odreden s:

1 0 0
0 cosa —sinQ
0 sina coso

Rotacija prostora oko osi y za kut «. Ova rotacija je linearni operator R, : V3 — V? odreden s:

cosax 0 —sina
0 1 0
sinoe O coso

Rotacija prostora oko osi z za kut o.. Ova rotacija je linearni operator R, : V? — V3 odreden s:

cosx —sino O
sinote cosa Of.
0 0 1
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Zadaci
Zadatalk 5.1 Je li skup:
{(x,y,2) e R | y =5x}

potprostor vektorskog prostora R3? Ako tvrdnja vrijedi tada je treba dokazati, u suprotnom pokazati
protuprimjerom da ne vrijedi.

Komentar.
Skup {(x,y,z) € R3 |y = 5x} je potprostor vektorskog prostora R3.
|
Zadatalk 5.2 Je li skup vektora:
{(17273’4)7 (3’715275)7 (43 17570)}
linearno nezavisan u prostoru R*?
Komentar.
Skup vektora {(1,2,3,4), (3,—1,2,5), (4,1,5,0)} je linearno nezavisan u prostoru R*.
|

Zadatak 5.3 Pokazati da je skup S koji se sastoji od vektora:
(0,1,1), (1,0,1), (1,1,0)

jedna baza za R3.

Komentar.
Skup S jedna je baza za R3, jer je 3 dimenzija prostora R>, a skup S je linearno nezavisan skup
(detalje prepustamo Citatelju) kardinalnosti 3.

[
Zadatak 5.4 Jeliskup S = {(1,i,1+1i), (i,0,i), (1,1,1)} baza prostora C>.

Komentar.
Skup od 3 vektora u C? (prostoru dimenzije 3) ¢ini bazu akko je taj skup linearno nezavisan.
Skup § = {(1,i,1+1i),(i,0,i),(1,1,1)} je linearno nezavisan = S je baza linearnog prostora C3.

[ |
Zadatak 5.5 Ispitati ¢ini li skup vektora S = {(1,2,0,3), (0,—1,2,2), (2,1,—1,0), (3,4,-3,1)}
bazu za R*.
Komentar.

Skup od 4 vektora u R* (prostoru dimenzije 4) ¢ini bazu akko je taj skup linearno nezavisan.
Skup S = {(1,2,0,3), (0,—1,2,2), (2,1,—1,0), (3,4,—3,1)} nije linearno nezavisan = S
nije baza linearnog prostora R*.

|
Zadatalk 5.6 Je li skup S koji se sastoji od matrica:

0 1 2 3 1 4 -1 4
9
[1 0] , [_2 _2} , [_5 _1] , [ | 1] bazaza #5;"
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Rjesenje.

Dimenzija linearnog prostora .#>; je 4 pa je dovoljno provjeriti je li zadani Cetveroc¢lani skup S
linearno nezavisan. Pretpostavimo da postoji netrivijalan prikaz nul-matrice pomocu zadanih Cetiriju
matrica (elemenata skupa S):

1A + QrAr + 03A3 + 0tgAy = 0,

odnosno da vrijedi:

0 o + 200 RY0%) n o3 4o n —0y 4oy . 0 0
o; O 20, —20 —503 —a3 oar as| |0 O
Zbrajanjem matrica na lijevoj strani i izjednacavanjem odgovarajucih elemenata na lijevoj i desnoj
strani dobivamo linearni sustav:
200+ o3 — o04=0
o +30+403+404 =0
o —20p —503+ o04=0
—200— o3+ o4 =0.

Rjesenje ovog sustava je jednoparametarsko (detalje prepustamo Citatelju):

12 13
o t, o 11t’ o3 =t, oy llt’ te
Dakle, postoji netrivijalan prikaz nul-matrice 0, pa je skup S = {A},A2,A3,A4} linearno zavisan i

ne tvori bazu za #>>.

[
Zadatak 5.7 Ispitati jesu li stupci matrice A baza prostora R3, ako je
1 2 3
A= |1 1 2|
1 -1 0

Rjesenje.
Stupci matrice A nisu linearno nezavisni, jer postoji netrivijalna linearna kombinacija koja daje
nul-stupac. Dakle, stupci matrice A ne ¢ine bazu prostora R3.

[
Zadatak 5.8 Dokazati da je skup {1, t — 1, (¢ —1)?, (t — 1)3} jedna baza za prostor 3. Zatim,
rastaviti polinome p(t) = 1> — 4t> 4+ 8t — 3 i q(t) = at® + bt*> + ct + d u toj bazi.

Rjesenje.
Uz oznake po(t) =1, pi1(t) =t —1, pa(t) = (t — 1)?, p3(t) = (t — 1)? vrijedi:

p(t) =2po(t) +3pi (1) — p2(t) + p3(t),
q(t) =(d+c+b+a)po(t)+ (c+2b+3a)pi(t) + (b+3a)p2(t) +aps(t).
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Zadatak 5.9 Zapisati matri¢no vektor normale ravnine 7t...4x 4+ 4z4 25 = 0 u bazi
B:{7€><Zz, bx?2, %}§V3,

gdiesud = (1,—1,0),b=(1,1,0) i ¢=(1,1,1).

RjeSenje.
2
Za vektor normale zadane ravnine vrijedi: 7 = (4,0,4) = |2
4
B

|
Zadatak 5.10 Vektor @ € V3 u kanonskql bazi B, = {i, ], k} ima prlkaz 4 =6i+9]+ l4k.
Odrediti prikaz vektora @ u bazi By = {i+ ] +k, i+ j + 2k, i +2] +3k}.

RjeSenje.
1 111

Vrijedi: a¢= |2 , T= |1 1 2|, gdjeje T matrica prijelaza iz baze B u bazu B;.
3 B, 1 23

|
Zadatak 5.11 Linearni operator A : R? — R? ubazi F = {f; = (1,2), f» = (1,1)} zadan je

matri¢nnim zapisom
0 1
A(FvF) = |:1 2:| :

Odredite njegov matri¢ni zapis A g ) ubazi G = {g1, g2}, gdje su g1 = (2,3), g2 = (0, 1).

RjeSenje.
- 2 -1 1 1 . . . .

Vrijedi: Ag,g) = 1 ol T = 1l gdje je T matrica prijelaza iz baze F u bazu G.
[

Zadatalk 5.12 Ispitati je li operator A linearan, ako je

A : R? — R? definiran pravilom A (x,y) = (x+y?, xy).

RjeSenje.

Zadani operator A nije linearan.
[

Zadatak 5.13 Neka je p pravac u ravnini koji prolazi ishodiStem i koji ima jednadzbu y = kx.
Odrediti eksplicitne formule za sljedeca preslikavanja, te dokazati da su to linearni operatori:

a) P:R?— R?, priéemu je P(x,y) projekcija tocke (x,y) na pravac p;

b) Z:R?— R pricemusu Z(x,y) i (x,y) osno simetri¢ne (zrcalne) tocke s obzirom na pravac p.

Rjesenje.
Vrijedi:

a) P(x,y) = (x—l—ky,k(x+ky)),

1
k41
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1
K241

b) Z(x,y) =2P(x,y) — (x,y) = ((1 —k?)x + 2ky, 2kx + (k* — 1)y).

Oba preslikavanja su linearni operatori.
[

. 2 b - .. .
Zadatak 5.14 Matrica M = L d] predstavlja linearnu transformaciju koja vektore pravca

y = —4x preslikava tako da im promjeni orijentaciju te im udvostruci duljinu. Odrediti matricu M
ako je poznato da je jedna njezina svojstvena vrijednost jednaka 1.

RjeSenje.
. . o 2 1
Matrica zadane linearne transformacije je: M = [_ 4 _3].
[
Zadatak 5.15 Zadani su vektori # = (1,0,2) i v =(2,3,0). Nadi 3 x 3 matricu A takvu da je
za svaki vektor w € R?

<l

A =i x W+ (V- ).

RjeSenje.
21 0
Vrijedi: A= |2 0 —1{.
4 7 0

[
Zadatak 5.16 U kanonskoj bazi B = {b, by, b3, bs} odrediti matri¢ni prikaz linearnog operatora
L :R* — R* zadanog s L(x1,x2,x3,%x4) = (X1 — X2,X3 + 2x4,% — x3,2x4). Zatim, odrediti
matri¢ni prikaz operatora L u bazi B' = {b; — by, by, by — b3, by + by }.

Rjesenje.
Za matri¢ni prikaz operatora L u kanonskoj bazi B = {b,b,, b3, bs}, dovoljno je izraCunati slike
baznih vektora L(b;) (i = 1,2,3,4) i zapisati ih kao stupce matrice. Vrijedi:

L(by) =L(1,0,0,0) = (1,0,1,0),
L(by) = L(0,1,0,0) = (—1,0,0 0),
L(b3) = L(0,0,1,0) = (0, ,0),
L(bs) =L(0,0,0,1) = (o 2 0 2)

Dakle, matri¢ni prikaz operatora L u kanonskoj bazi B je:
1

Lpp) =

S - O =

co o |
I =
_

SRR E=
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Nadalje, matri¢ni prikaz operatora L u bazi B’ je (detalje prepustamo Citatelju):

2 -1 -1 -1
3 -1 -1 -1
Lesy=1_1y o _1 o

o o0 o0 2

Zadatak 5.17 Neka je D : &3 — &3 operator deriviranja na skupu svih polinoma stupnja manjeg
ili jednakog 3.

D(p)=7p".
Odrediti matricu operatora D ubazi {1, 1+1¢, (1+1¢)2, 1 4+£3}.

Rjesenje.
Matrica operatora deriviranja D u zadanoj bazi je:

01 0 3
0 0 2 -6
0 00 3
00 0 O

Zadatak 5.18 Odrediti matricu operatora S : R? — .4 (R) zadanog s:

C[x=-y  y—z
S(X’y’z)_[z—x x+y+z]

u kanonskom paru baza.

Rjesenje.
Kanonska baza prostora R? je skup B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}, a kanonska baza prostora

. . 1 0 0 1 0 0
%2(]:&) Je Skup E = {E17 E2a E37 E4}9 gd.]e je El - |:0 0:|’ E2 - |:O 0:|’ E3 - |:1 0:|’

0 0 oo
Ey= [O 1].Vrljed1.

5(1,0,0): _11 (1) =E|—E;+E,4,
ﬂmLm:‘; i:—a+@+m,
S(0,0,l): (1) _11 = —E, +E3+ Ej4.
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Dakle, matrica zadanog operatora S u paru kanonskih baza (B, E) je:

1 -1 0
0 1 -1
S = |1 o0 1
1 1
|
1 1 1
. .o -1 2 \ o
Zadatak 5.19 Zadana je matrica 111 operatora A : R° — .#,(R) u paru baza (B’,E’),
1 1 0

B ={(1,0,1), (1,0,—1), (0,1,1)}, E’:{“ 8], [(1) 8], [8 ” [8 ﬂ} Odrediti

A(x1,x2,x3) za proizvoljan (x1,x7,x3) € R3.

RjeSenje.
Vrijedi:
1 5 1
5X1+5X2+5X3 X1+Xx2
A — [2¥1 72 2 '
(x1,%2,%3) [ X1+ x2 2x1 —|—xz}
|
Zadatak 5.20 Zadani su operatori
F(x,y)=(x+y)i+(x=2y)j i Glxityj)=(x+y)+(y+ai+(x+z)’.
Odrediti matricu operatora H = Go F'!
Rjesenje.
Vrijedi:
,0) =i+ ]
( )qu N F:[l 1}7
F(0,1)=1i—2j 1 =2
GiH)y=1+1 Ll
- = G=|0 1
Dakle, vrijedi:
1 1 | 2 -1
H=GF= |0 1 [ _2}:1—2
1 0 1 1
|

Zadatak 5.21 Dokazati da su operatori F : R* — R3 1 G : R?* — R? zadani kao
F(x,y,z) = (Z+y7 X+Z, x+y)’ G(x,y,z) = (x—l—y+z,2x—3y)

linearni operatori. Naéi matrice operatora F', G, G o F' u kanonskoj bazi.
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Rjesenje.
F, G1iGoF sulinearni operatori. Matrice ovih operatora u kanonskoj bazi su:

01 1
1 1 1 2 2 2
F:IOI,G:[ }iGF:[ }
110 2 =30 -3 2 -1
[ |
1 1 1
Zadatak 5.22 Zadan je operator F : R* — R? matricom Fz gy = [1 0 1 | unekanonskoj
1 1 -1
1 0 1
bazi B’ = {(1,0,0), (0,1,0), (0,1,1)}, te operator G : R* — 22, matricom G/ )= |1 0 0
01 0

u paru kanonske baze B za prostor R3 i baze E' = {1, 1 —¢, 141>} za prostor &,. Odrediti
matricu produkta operatora GF u paru kanonskih baza!

Rjesenje.
Vrijedi:

[
Zadatak 5.23 Transformacija ravnine A dobivena je kompozicijom tri preslikavanja: prvo rotira
svaki vektor za 90° oko ishodiSta u pozitivnom smjeru, drugo svakom vektoru prepolavlja prvu
koordinatu i udvostrucuje drugu koordinatu, a treée rotira svaki vektor za 45° oko ishodista u
negativnom smjeru. Odrediti matri¢ni zapis transformacije A, izracunati determinantu ove matrice, i
odrediti njezine svojstvene vrijednosti.

RjeSenje.
0 —1 1 V2 ooV2
Gedi: — — |2 —| 2 2
Vrijedi: A| = [1 0 }, Ay = [O 2}, Az = —72 g s
V2 _T‘/E . » 5V2
A=A3-Ar A1 =...= [\@ % = det(A)=1 1 det(AI—-A)=A —Tk—i-l.

Matrica A nema realnih svojstvenih vrijednosti.

Zadatak 5.24 Utvrditi je li operator A : R* — R* zadan s
A(xy,x2,x3,x4) = (X1 +x2+ X3+ x4, X1 +X2 — X3 — X4, X] — X2+ X3 — X4, X] — X2 — X3 +X4)

regularan operator.

RjeSenje.
Zadani operator A je regularan operator (matrica tog operatora je invertibilna).
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Zadatak 5.25 Ispitati je li operator A : V2 — V2 definiran pravilom

A(xi+y)) = (x=2y)i+ (3y —x)j
regularan operator. Ako jest, odrediti njegov inverzni operator.
Rjesenje.

Determinanta matrice zadanog operatora A je razlicita od nule, pa je ovaj operator regularan. Pravilo
preslikavanja inverznog operatora je:

-

AN xi4y)) = Bx+2y)i+ (x+y)].

H
-1 0 0
Zadatak 5.26 Jeli | 0 —1 0 | matrica centralne simetrije x — —x u R3?
0 0 -1
Rjesenje.
Zadana matrica predstavlja centralnu simetriju s obzirom na koordinatni poéetak u prostoru R>.
[
Zadatak 5.27 Odrediti vektore u R* dobivene rotacijama vektora (1,1, 1) redom za kutove 0, Z,
i 37” oko z—osi.
RjeSenje.
Trazeni vektori redom su: (1,1,1), (—1,1,1), (—=1,—1,1), (1,—1,1).
[
Zadatalk 5.28 Odrediti jednadzbu pravca koji se dobiva rotacijom pravca
x=t+1
p...yy=2t—1,reR
z=2t+1
oko osi x za kut 7w /4.
Rjesenje.
Za rotirani pravac vrijedi:
x=t+1
P y=—-V2,teR.
7 =22t
[

Zadatak 5.29 Odrediti udaljenost sjecista ravnine 7t...2x — 2y +z — 3 = 0 s pravcima p i p’, ako
se pravac p’ dobiva rotacijom pravca

oko osi y za kut 7 /4.
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Rjesenje.
Vrijedi: {S}=mnnp, {S'} =nnp'id(S,S) ~ 3,46.
[
Zadatak 5.30 Zadana je matrica M = [411 (1)] i vrhovi trokuta AABC s koordinatama A = (1,1),
B=(4,1)iC=(1,5).
a) Kako zovemo tip preslikavanja koje predstavlja matrica M?
b) Kolika je povrsina trokuta AA’B’C’, ako su A’, B’ i C’ slike vrhova trokuta AABC?
¢) Dopusta li matrica M dijagonalizaciju?
Rjesenje.
a) Smicanje;
b)  Pprapc = 6;
¢) Matrica M ne dopusta dijagonalizaciju!
[

Zadatak 5.31 Neka je Z : V2 — V? linearan operator zrcaljenja s obzirom na pravac y = (tan £ )x.
Odrediti svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore operatora Z.

Rjesenje.
1
Matricni zapis operatora Z u kanonskoj bazi {7, j} je: \%
2
1

Svojstvene vrijednosti operatora Z su: Ay =1iA, = —1.
Svojstveni vektori operatora Z su: V| = [3 \/§]T, Vo = [—\/§ 3]T.

[

Zadatak 5.32 Odrediti svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore operatora (matrice) AT A ako je:
-2 0 2
A=10 2 0
-1 0 1

Dopusta li operator AT A dijagonalizaciju?

Rjesenje.
Vrijedi: 6(ATA) ={0,4,10}, vi =[1, 0, 1]7, v, =[0, 1, 0]7, v3 =[1, 0, —1]7.
Bududi da je matrica AT A simetricna® kvadratna matrica reda 3 (detalje prepustamo Citatelju) i ima
tri (3) razlicite svojstvene vrijednosti, operator AT A se moZe dijagonalizirati.

[
Zadatak 5.33 Neka je Q : &3 — &, preslikavanje zadano s:

Q(p(t)) = polinom stupnja dva ¢iji graf prolazi to¢kama (—1, p(—1)), (0,p(0)), (1,p(1)).

Dokazati da je Q linearan operator. Moze li se operator Q ‘ 2, dijagonalizirati?

60 U Klasi simetri¢nih matrica inage vrijedi: sve svojstvene vrijednosti ovih matrica su realne, i dodatno su svi njihovi
svojstveni vektori, koji odgovaraju razli¢itim svojstvenim vrijednostima, medusobno okomiti!
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Rjesenje.
Operator Q je tzv. operator interpolacije u ¢vorovima —1, 0, 1. Q
Vrijedi: Q(p(t)) = Q(at® +bt* +ct +d) = bt> + (a+c)t +d = operator Q je linearan.

2, dopusta dijagonalizaciju.

|
Zadatak 5.34 Nekaje T : &3 — 75 linearan operator zadan s:

T(p(r)) =1p'(t).

Pokazati da je T linearni operator. Zatim odrediti matri¢ni zapis operatora 7 u kanonskoj bazi
B={1,1t,1* t3}.

Rjesenje.
Vrijedi:
T(p(t)) =1p'(t) =t(c+2bt +3ar?®) = ct + 2bt* + 3ar> (linearan operator),
0 00O
0100
Tss1= 10 0 2 0
0 003
[
Zadatak 5.35 Neka je matri¢ni prikaz linearnog operatora A : R* — R* u kanonskoj bazi zadan s:
4 3 2 -4
0 x 0 O
33 -1 -1
6 6 2 -6

Odrediti sve x € R za koje linearni operator A dopusta dijagonalizaciju?

RjeSenje.
Linearni operator A dopusta dijagonalizaciju akko x ¢ {—2, ’lgm, ’lgm}.

Zadatak 5.36 Nadi dva niza (a,), (b,) za koje vrijedi:

an+1 = an + 3bn7
bn+1 - 2an + 2bn7

akojeagp =51bg = —5.
RjeSenje.
Napomena: zapisati zadani sustav linearnih rekurzija kao matriénu rekurziju®'. Va > 0 vrijedi:

ay = —4"+6(—1)",
by = —4"—4(—1)".

61 Rekurzija je metoda koja omogucuje definiranje nekog objekta, poput niza ili funkcije, pomocu njega samoga.
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Zadatak 5.37 Tim populacijskih ekologa istazuje populaciju zeceva i lasica. Dosli su do zakljucka
kako je svake godine broj zeCeva uvijek jednak Cetverostrukom broju zeceva prosle godine uma-
njenom za dvostruki broj lasica prosle godine. Nadalje, uoceno je kako je broj lasica jednak zbroju
lanjskog broja zeceva i lanjskog broja lasica. Na pocetku je bilo 100 zeCeva i 10 lasica. Naci broj
zeCeva i lasica nakon n godina.

Rjesenje.
Uz oznake z,, — broj zeceva nakon n godina, /,, — broj lasica nakon n godina, i poCetne uvjete vrijedi:

Znt1 = 420 — 2y,
lnv1 =20+ 1n,
20 = 100,
lo = 10.

Gornji sustav linearnih rekurzija moZe se prikazati matri¢nom jednadzbom:
Zn+l Zn Zn n 20
=A & =A ,
el R P B P R
. 4 — : .. . . . s
gdjeje A = L Svojstvene vrijednosti matrice A lako nalazimo. Vrijedi: A; = 2, A, = 3.

Pripadajuéi svojstveni vektori su v; = [1, 1]7, ¥, = [2, 1]7. Sada, nije teSko pokazati kako su
ova dva svojstvena vektora linearno nezavisna, pa matrica sustava A dopusta dijagonalizaciju, koju

provodi matrica T = “ ﬂ . Konac¢no, dijagonalna matrica sli¢na matrici A je:
20
0 3|’

2 0], w2 07
I Y P

2] _ 2" 0], 1[=]_  _[180-3"—80.2"
L]~ o 3 lo) ~ "7 [90-3"—80.2" |
0

Zadatalk 5.38 Tim morskih biologa prati populaciju dviju morskih vrsta: sitne ribe ( f,,) i morskih
pasa (s,). Svake promatrane godine su brojevi sitne ribe i morskih pasa priblizno zadovoljavali
sljededi sustav linearnih rekurzija:

i vrijedi:

odnosno

fn—H = 173fn _07 lsnv
Sn+1 =0,2f,40,6s,,

Naci broj sitne ribe i morskih pasa nakon 10 godina, ako je inicijalna populacija zadana s:
fo =500, so = 30.
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Rjesenje.
RjeSavamo sljededi sustav linearnih rekurzija:
Jnr1=1,3fn =0, Lsy,
Sny1=0,2f,+0,6s,,
fo =500,
S0 = 30.

Gornji sustav moZe se prikazati matriénom jednadZbom:
[fn+1:| —A |:fn:| AN |:fn:| — A" |:f0:|,
Sn+1 Sn Sn S0
1,3 -0,1

gdjeje A = {0 > 0.6 ] . Svojstvene vrijednosti matrice A lako nalazimo. Nadalje, jer su obje

svojstvene vrijednosti realne i razlicite, matrica A dopusta dijagonalizaciju. Odredivanje svojstvenih
vektora i matrice 7' koja provodi dijagonalizaciju ostavljamo Citatelju za vjezbu. Konacno, vrijedi:

fio]| _ [5668
sio| ~ 11690]°
Dakle, nakon 10 godina obje populacije brzo rastu, posebno sitne ribe! Rast populacije morskih
pasa odrZava se brzo rastu¢om ponudom ribe.
[
Zadatak 5.39 Tim geodeta prati relativno pomicanje dviju tektonskih plo¢a u horizontalnoj ravnini

n

n
na drugu u godini n, mjeren u centimetrima. Zbog stabilnog gibanja ploce i male godisnje rotacijske

pomocu GPS-a. Neka je vektor [l: ] predstavlja poloZaj referentne tocke na jednoj ploci u odnosu

deformacije, polozaj se linearno mijenja svake godine prema rekurzivnoj relaciji: { "H} =G [ ",
’ ’ Vn+1 Vn
gdje je matrica G zadana kao:

G— 1.02 —-0.01
~10.01 099 |
. . y . . . v 1. |uo 100
Pretpostavimo kako je na pocetku promatranja (u godini » = 0) relativni poloZaj bio: val =150 |-
0

PP Up PR L .
Nadi op¢i izraz za vektor pomocu dijagonalizacije matrice G.
v y y

n

Rjesenje.
] o [100] 2,63 038] _ [A 0] _[1,02 0
LJ‘TDT [so}j_[“’”]’“[ 11 "2 o &% o o099

Zadatak 5.40 Tim urbanista Zeli odrediti na koliko se nacina uy, red od k parkirnih mjesta moze
popuniti automobilima i kamionima. Pretpostavimo kako automobili zauzimaju samo jedno parking
mjesto, a kamioni po dva parking mjesta. Pomocu dijagonalizacije na¢i opéi izraz (formulu) za broj
nacina u; uredenja planiranog parking prostora za proizvoljni k € N.
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Rjesenje.

Ocito vrijedi: u; = 11 up =2 bududi se red od 1—og parking mjesta moZe popuniti jednim
automobilom, a red od 2 parking mjesta je moguée popuniti s dva automobila ili jednim kamionom.
Nadalje, nije tesko nadi da je us = 3, ugs = 5ius = 8. Na primjer, za red od 3 parking mjesta,
nacini parkiranjasu: |a|ala, |a| K | 1| K |a| Dakle, dolazimo do sljedeée tvrdnje:

Uppr = ug+uppr (Vk>1). (P)

Doista, svaki nadin popunjavanja reda od k + 2 parking mjesta spada u jednu od dvije kategorije:
1. ili je automobil parkiran na prvo parking mjesto, pa je preostalih k + 1 mjesta popunjeno na
U+ 1 nacina;
2. ili je kamion parkiran na prva dva parking mjesta, pa je preostalih k mjesta popunjeno na uy
nacina.
Stoga, postoji tono u1 + u; nacina na koji se red od k 4 2 parking mjesta moZe kompletirati
automobilima i kamionima, pa je tvrdnja (P) istinita za svaki k > 1. Nadalje, jednostavno je zamijetiti

kako, uz oznaku v, = [uuk , linearna rekurzija (P) postaje matri¢na rekurzija:
k+1
Ug+1 Ugt1 0 1| w
V = = = = Av zasvek > 1),
ki [ww] [Mk+”k+1] [1 1] [”kJrl] e =1

gdje je A = [(1) i] . Stovise, lako je zaklju&iti kako matrica A dopusta dijagonalizaciju. Prvo,
za odrediti svojstvene vrijednosti matrice A dovoljno je naéi nul-tocke njezina karakteristi¢nog
polinoma k4 (A ). Vrijedi:

ka(A) =det(A—AI) =A% —2A —1,

dakle imamo:

Ao 1=0 o 11:%(1+\F5)i12:%(1—\@).

Zatim odredujemo svojstvene vektore pridruzene gornjim svojstvenim vrijednostima, odnosno

trazimo netrivijalna rjeSenja v homogenog sustava (A — A1)v = 0. Pronalazimo kako su pripadajuci
1] .. . . " . .

A ] linearno nezavisni (dokaz ostavljamo Citatelju za vjezbu), pa za
2

matricu F koja provodi dijagonalizaciju matrice A vrijedi:

1 1
F=a )

svojstveni vektori 1
A

Na koncu, za vy vrijedi:
U A«] k [ 1 )"2 k |: 1 :|
= =...=—=A4 ——F=A ,
Yk |:”k+l] NG _11} V3 2 A

_ b
V5

Sto rezultira s:

Uk

[llkﬂ —lé‘“ zasve k> 1,
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odnosno nizom cijelih brojeva (nacina uredenja planiranog parking prostora):
1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597, ... (F)

kojeg prepoznajemo kao Fibonaccijev®? niz (F,). Ovaj niz se &esto pojavljuje u prirodi (na primijer,
biolozi su otkrili kako raspored listova oko stabljika nekih biljaka slijedi Fibonaccijev obrazac),
umjetnosti i arhitekturi, a povezan je s zlatnim rezom®. Posebno je vrijedno paZnje to §to su uy
cijeli brojevi, za svaki k > 1, dok A i A, nisu (¢ak su iracionalni brojevi)! Dodatno, omjer susjednih
¢lanova Fibonaccijeva niza F}—:l odgovara pribliznoj vrijednosti zlatnog reza ( % (14++/5)~1,618),
to je blize tocnoj vrijednosti $to su clanovi niza vedi.

a b
a+b

b
Slika 5.1: DuZina a + b (a > b) u omjeru zlatnog reza, ato_a_ ¢
a

[ |
Zadatak 5.41 Odrediti zatvorenu formulu za Lucasov® niz (L, ), koji se definira rekurzivno kao:

Lo=2, Li=1,
L,=L, {+L, » zan>?2. (L)

RjeSenje.
1+vV5 _ 1-V5

2 T
Napomena (veza s Fibonaccijevim nizom): Lucasov niz (L, ) prati isto pravilo rekurzije, a prvih
nekoliko Clanova glasi: 2,1,3,4,7,11,18,29,47,... Za svaki n > 1 vrijedi fundamentalna veza s
Fibonaccijevim nizom:

Za n >0 vrijedi: L, = @"+¢", gdjeje ¢ =

L,=F, +Fn+l- (L-F)

Kao i kod Fibonaccijeva niza, omjer susjednih ¢lanova % s porastom n konvergira prema zlatnom
rezu (¢ ~ 1,6138).

[
Zadatak 5.42 Pokazati da je linearni operator A : R3 — R? zadan u kanonskoj bazi matricom:
21 0
A=1(0 1 -1
02 4

defektan (ne dopusta dijagonalizaciju).

62 Leonardo Fibonacci, talijanski matematicar, oko 1170. — nakon 1240.

63 Zlatni rez (lat. sectio aurea, ili bozanski omjer) je omjer dijelova neke duZine kod kojega se cijela duZina a + b
odnosi prema veéem dijelu a kao §to se veci dio a odnosi prema manjemu b, odnosno (a+b) :a=a:b= ¢,
o= (14++/5)/2~1,618.

64 Fransois Edouard Anatole Lucas, francuski matematicar, 1842.—1891.
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Rjesenje.
Najprije rjeSavamo karakteristicnu jednaZbu:

det(A—AI)=0
Cija rjeSenja su svojstvene vrijednosti A; operatora A.
Vrijedi:
2—-1 1 0
det(A—Al)=| 0 1—-1 —1|=...=—(A-3)(A-2)2%
0 2 4—1

Dakle, zadani operator A ima samo dvije razliCite svojstvene vrijednosti: svojstvena vrijednost
A1 = 3 je jednostruka, dok je svojstvena vrijednost A, = 2 dvostruka.

Za Ay = 3 rjeSavamo homogeni sustav: (A —31)v =0,
i dobivamo prvi svojstveni vektor vy = [1, 1, —2].

Sli¢no, za A, = 2 rjeSavamo homogeni sustav: (A —21)v =0,
i dobivamo jo§ samo jedan svojstveni vektor v, = [1, 0, 0]7.

Konacno, nije tesko pokazati da su ova dva svojstvena vektora linearno nezavisna. Stoga, linearni

21 0
operator A zadan matricom A = |0 1 —1| ne dopusta dijagonalizaciju jer nema n (u ovom
0 2 4

sluc¢aju 3) linearno nezavisna svojstvena vektora. Dakle, pokazano je da je zadani linearni operator
defektan (manjkav) i ne dopusta dijagonalizaciju!

Napomena: U domacoj literaturi se za linearni operator koji ne dopusta dijagonalizaciju (jer nema
dovoljno linearno nezavisnih svojstvenih vektora) koristi naziv defektan ili manjkav operator. VaZno
je ne mijeSati ovaj pojam s pojmom defekta operatora (dimenzije jezgre dim(kerA)), kojeg zbog
ogranicenog opsega necemo detaljnije definirati jer bi to preslo okvire ovog udzbenika.

[
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